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1. El®zményekÉrtekezésemben a véletlen permutá
iók statisztikai elemzésének egyeskérdéseivel foglalkozom. A gyakorlatban a véletlen permutá
iók legtöbbszörmint egy halmaz elemeinek sorbarendezései fordulnak el®. Számos szo
ioló-giai kutatásban szerepel olyan feladat, melyben a válaszadóknak adott számúlehet®séget kell rangsorolniuk fontosság vagy preferen
ia szerint. Máskorszavazók, bírálók vagy felvételi bizottságok jelölteket, pályázókat, jelen-tkez®ket rangsorolnak, majd ezek alapján hoznak döntéseket. Ezen kívülegy permutá
ió két azonos elemszámú halmaz elemeinek összepárosítását ismegadhatja: összepárosíthatók például feladatok és elvégz®ik, hallgatók éstémavezet®k. Végül tetsz®leges valós adatokat elemezhetünk 
sak a rangszá-maik alapján.Célom a permutá
ió-érték¶ adatokra illeszthet® paraméteres modellek át-tekintése, a paraméterbe
slés és az illeszkedésvizsgálat tárgyalása, valamintúj modellek kifejlesztése volt. Vizsgálataimat részben az a tapasztalat mo-tiválta, hogy az Amerikai Pszi
hológiai Társaság 1980-as elnökválasztásánakadataira � témavezet®mmel együtt � nem találtunk elfogadható illeszkedéstmutató egyszer¶ modellt. Ez az adatsor az egyik legtöbbet vizsgált az iro-dalomban, lásd például [1, 3, 10, 11, 13℄. Vizsgálataink során találtunk egyolyan egyszer¶ modellt, mely ugyan nem adott kielégít® illeszkedést, de azaddig vizsgált modelleknél lényegesen jobb eredményt nyújtott. Ez a modellvezetett oda, hogy a véletlen permutá
iók feltételes függetlenségekkel jelle-mezhet®, illetve faktorizálódó modelljeit vizsgáljam, melyeket, a kontingen
i-atáblák elemzésében meglév® szóhasználatot átvéve, az értekezésben hierar-
hikus modelleknek neveztem el.A létez® modellekr®l jó áttekintést nyújt Marden [10℄ könyve, melyneklétrejöttéhez nagyban hozzájárult az 1990-ben Amherstben rendezett �Prob-ability Models and Statisti
al Analyses for Ranking Data� 
ím¶ konferen
ia,illetve az ebb®l Fligner és Verdu

i által szerkesztett [5℄ kötet. Megemlítemmég Crit
hlow, Fligner és Verdu

i [2℄ 
ikkét, mely ugyan jóval rövidebb,de fontos eredményeket tartalmaz az egyes modellek tulajdonságairól (meg-fordíthatóság, 
ímke-invarian
ia, L-felbonthatóság, unimodalitás, és teljeskonszenzus). 1



2. MódszerekAz egyik elmélet, amit felhasználtam, az algebrai statisztika. Amint azelnevezés is mutatja, ez a tudományterület azzal foglalkozik, hogyan lehetstatisztikai modellek vizsgálatához algebrai eszközöket felhasználni. Ezek azeszközök különösen alkalmasak arra, hogy exponen
iális 
saládok lezártjátvizsgáljuk, mely mind elméleti, mind gyakorlati szempontból fontos. Azértekezésben felhasznált eredmények megtalálhatók Dia
onis és Sturmfels[4℄, Geiger, Meek és Sturmfels [6℄, valamint Rapallo [12℄ 
ikkeiben.Legyen X = fx1; : : : ; xsg véges halmaz,M = (mij) pedig egy t�sméret¶,nemnegatív egész elem¶ mátrix. Azt mondjuk, hogy a p = (p(x1); : : : ; p(xs))valószín¶ség-eloszlás az F(M) úgynevezett torikus modellhez tartozik, haléteznek olyan nemnegatív �1; : : : ; �t paraméterek, melyekrep(xi) = 
(�) tYj=1 �mjij ; 1 � i � s:A T halmazM-megvalósítható, ha Supp(mi) 6� [j2TSupp(mj) minden i 62 T -re, ahol mi az M mátrix i. oszlopvektora, Supp(�) pedig az argumentumbaírt vektor tartóját jelöli. Az M -hez tartozó nemnegatív torikus varietásXM = fx 2 Rs�0 : xu � xv = 0 8u; v 2 Ns melyre Mu = Mvg;ahol xu =Qi xuii . A fenti képletben szerepl® xu�xv polinomok által generálttorikus ideált jelölje IM .2.1. Tétel. (Geiger et al. [6℄) 
l(F(M)) = XM , ahol 
l(�) a lezárástjelöli. Továbbá p 2 XM -re p 2 F(M) akkor és 
sak akkor, ha p tartójaM -megvalósítható.2.2. Tétel. (Rapallo [12℄) Minden M -hez van olyan Mmax maximálisreprezentá
ió, melyre 
l(F(M)) = F(Mmax).Azt mondjuk, hogy az f1; : : : ; fL : X ! Z függvények az F(M) modellMarkov bázisát alkotják, ha minden u-ra az Mg = u egyenletnek eleget tev®g : X ! N gyakoriságvektorokon az fi lépések er®sen összefügg® gráfot gene-rálnak (ahol az fi lépés g-t g+fi-be viszi). A Markov bázisok egyik gyakorlati2



alkalmazása, hogy kis mintaelemszám esetén az illeszkedést vizsgáló �2-próbakiváltható Markov lán
 Monte Carlo próbával.2.3. Tétel. (Dia
onis és Sturmfels [4℄) Az f1; : : : ; fL függvények akkorés 
sak akkor alkotnak Markov bázist, ha az xf+i �xf�i polinomok generáljákaz IM ideált, ahol f+i (f�i ) az fi pozitív (negatív) része.A másik elmélet, amit felhasználtam, a hierar
hikus és loglineáris mo-dellek elmélete, illetve általánosabban a diszkrét valószín¶ség-eloszlások ex-ponen
iális 
saládjainak elmélete. A felhasznált eredmények megtalálhatókpéldául Lauritzen [8℄ kiváló könyvében. Az el®bbi felállásban legyenek A 22 A az X partí
iói, az MA mátrix sorai pedig legyenek az A partí
iókosztályainak indikátorvektorai (azaz minden partí
ióhoz annyi sor tartozik,ahány osztálya van). Ekkor a 
l(F(MA)) modellben egyértelm¶en létezikmaximum likelihood be
slés, melyet például iteratív arányos illesztéssel(IPS) kaphatunk meg. Minden x 2 X -re jelölje x(A) az A partí
ió x-et tartalmazó osztályát. Ha pedig p az X -en adott eloszlás, akkor legyenp(x(A)) = Py2X :y(A)=x(A) p(y) az x(A) osztály p szerinti valószín¶sége.Tegyük fel, hogy az r tapasztalati eloszlású mintához szeretnénk megtalálniazt a 
l(F(MA))-beli eloszlást, mely szerint a minta likelihoodja maximális.Legyen p(0) az F(MA) modell tetsz®leges szigorúan pozitív eleme (pl. azegyenletes eloszlás). Az IPS algoritmus (t + 1): lépésben legyenp(t+1)(x) = r(x(A))p(t)(x(A))p(t)(x); x 2 X ;ahol A 
iklikusan befutja A elemeit.3. Eredmények3.1. M
Cullagh inverziós modelljePeter M
Cullagh [11℄ vezette be következ® modellt. A k elem¶ C �� [n℄ halmaz egy �C permutá
iója (k � 1)-ed rend¶ inverzió, ha benne egyelem sin
s a nagyság szerint növekv® sorrend szerinti helyén (ahol [n℄ == f1; : : : ; ng). Azt mondjuk, hogy egy � 2 Sn permutá
ió tartalmazza a3



�C inverziót (jelölésben �C � �), ha C elemei �-ben éppen �C sorrendbenállnak. Ekkor a �1C1 ; : : : ; �sCs inverziókra épül® modellbenlog p�(�) = Xi:�iCi�� �i; � = (�1; : : : ; �s) 2 Rs : (1)A disszertá
ióban bebizonyítom M
Cullagh következ® sejtését.3.1. Tétel. Az (1) modellben, ha � 6= � , akkor p� 6= p� .A tétel ekvivalens a következ® érdekes kombinatorikai átfogalmazással.De�niáljuk az Sn halmazon azt a GH gráfot, melyben a � permutá
ióbólazokba a permutá
iókba vezet irányított él, melyeket �-b®l egy elem helyrerakásával kapunk (a többi elemet, ha kell, odébb 
súsztatjuk). Például n == 5-re a (24351) permutá
ióból az (12435), (42351), (23541), (24315) per-mutá
iókba vezet él.3.2. Tétel. A GH gráfban nin
s irányított kör.3.2. EM algoritmusok Pla
kett-Lu
e-féle modellekreVan n sportoló, az i-edik képességét a �i paraméter fejezi ki. A Pla
kett-Lu
e modell szerint ha az I � [n℄ sportolók versenyeznek egymással, akkor a� sorrend valószín¶sége p(�) = jIjYk=1 ��(k)PjIjj=k ��(j) ; (2)ahol �(1) az els® helyezett, �(jIj) az utolsó helyezett. Ezt a modellt Lu
e[9℄ a sorbarendezési posztulátumból és a kiválasztási axiómából vezette le.Könnyen látszik, hogy ha a Zi (i = 1; : : : ; n) valószín¶ségi változók függetle-nek és �i paraméter¶ exponen
iális eloszlásúak, akkor (2) jobb oldala éppen aP (Z�(1) < : : : < Z�(jIj)) valószín¶ség. Ez alapján a �i paraméterek maximumlikelihood be
slésére a következ® EM algoritmus számolható ki. Tegyük fel,hogy m meg�gyelésünk van, az r-edikben az Ir halmazba es® játékosok �rsorrendjét �gyeljük meg. Jelölje minden i 2 Ir-re �r(i), hogy i hányadik4



helyen áll a �r sorrendben. Jelölje továbbá mi azon meg�gyelések számát,melyben az i játékos szerepel. Ekkor egy EM-lépés:�(t+1)i = mi 24Xr:i2Ir �r(i)Xk=1 1PjIrjj=k �(t)�r(j)35�1 1 � i � n:Hunter [7℄ erre a modellre, illetve általánosításaira MM algoritmusokatvezetett le, és feltételeket adott az algoritmusok konvergen
iájára. Meg-mutatom, hogy ugyanezekre a feladatokra EM algoritmusok is természetesmódon szóba jönnek, bár ezek � tapasztalataim szerint � lassabban kon-vergálnak.3.3. L-felbonthatóságA � = (�(1); : : : ; �(n)) permutá
ióra legyen �fi::jg = f�(i); : : : ; �(j)gés �(i::j) = (�(i); : : : ; �(j)). A � véletlen permutá
ió (illetve eloszlása) L-felbontható, ha a �f1::kg, k = 1; : : : ; n halmazok Markov lán
ot alkotnak.Az �L� Lu
e-ra utal, mivel ezek pontosan azok az eloszlások, melyek elegettesznek Lu
e sorbarendezési posztulátumának. Jelölje (�; �) két rész-permu-tá
ió egymás után írását, valamint egy C � [n℄ halmazra álljon SC a Celemeinek permutá
ióiból.3.3. Tétel. Az L-felbontható eloszlások zárt torikus modellt alkotnak. Ahozzá tartozó ideált az x(�1;�1)x(�2;�2) � x(�1;�2)x(�2;�1) polinomok generálják,ahol �1; �2 2 SC és �1; �2 2 S[n℄nC valamely C � [n℄-re.3.4. Tétel. Az n = 4 és n = 5 esetben az L-felbontható modell minimálisMarkov bázisa egyértelm¶, és megegyezik az el®z® tételben leírt bázissal. Azn � 6 esetben a leírt bázis nem minimális, és a minimális Markov bázis nemegyértelm¶.A következ® tétel a maximum likelihood (ML) be
slés tulajdonságairól szól.3.5. Tétel. Az L-felbontható modellben a ML be
slés egyértelm¶en létezik,expli
it képlettel megadható, pontos eloszlása kiszámolható, valamint tel-jesül rá a következ® hiper-Markov tulajdonság: minden k-ra a fP̂ (�(1::k) =5



= u)gu és fP̂ (�(k + 1::n) = v)gv véletlen eloszlások feltételesen függetleneka fP̂ (�f1::kg = C)gC véletlen eloszlásra nézve, ahol P̂ a ML be
slést jelöli.3.4. Duplán L-felbonthatóságA következ® tulajdonságot az irodalomban eddig nem vizsgálták. Nevez-zük a � véletlen permutá
iót (illetve eloszlását) duplán L-felbonthatónak, ha� és ��1 is L-felbontható. Ezek tanulmányozásához vezettem be a véletlenpermutá
iók hierar
hikus modelljeit. Legyen D (illetve R) az [n℄ halmaz egyd (illetve r) osztályú partí
iója. A � permutá
ió durvítása a P = D � Rszorzatpartí
ióra a következ® d� r-es mátrix:j�(P)j = (tij); tij = jf1 � s � n : s 2 Di; �(s) 2 Rjgj:3.6. De�ní
ió. Legyenek P1; : : : ;Ps az [n℄� [n℄ halmaz szorzatpartí
iói. AzSn-en adott szigorúan pozitív p eloszlás akkor tartozik a P1; : : : ;Ps gene-rátorok de�niálta hierar
hikus modellhez, jelölésben p 2 L(P1; : : : ;Ps), havalamilyen �i függvényekrelog p(�) = sXi=1 �i(j�(Pi)j) 8� 2 Sn:Jelölje D0 � D azt, hogy a D0 partí
ió �nomabb D-nél.3.7. Tétel. Legyen L(Di�R : i = 1; : : : ; s) és L(D�Rj : j = 1; : : : ; t) kéthierar
hikus modell, ahol D � Di és R � Rj minden 1 � i � s, 1 � j � tesetén. Ekkor a két modell metszete az L(Di�Rj : i = 1; : : : ; s; j = 1; : : : ; t)hierar
hikus modell.Ez a tétel alkalmazható az L-felbontható modell és az annak invertálásávalkapott modell metszetére, mely éppen a duplán L-felbontható modell (illetveannak szigorúan pozitív része). Ebb®l, illetve további számolásokból kaptama következ® eredményt.3.8. Tétel. A szigorúan pozitív duplán L-felbontható eloszlások 
saládjánakPn�1i=1 i2 szabad paramétere van. 6



Az értekezésben megadom a 
salád két paraméterezését, azaz a duplán L-fel-bontható eloszlások logaritmusai által Rn! -ben generált altér két bázisát. Azegyik bázis egymásra mer®leges vektorból, a másik 
supa indikátorvektorbóláll.Minden hierar
hikus modellhez tartozik egy olyan MA mátrix, melyeta Módszereknél írtam le. Az L-felbontható hierar
hikus modellhez tartozómátrixot jelölje ML, a duplán L-felbontható hierar
hikus modellhez tartozótpedig MB. Az F(MB) torikus modell Markov bázisát általános esetben nemtudtam meghatározni, 
sak n = 4-re.3.9. Tétel. Az F(MB) modell minimális Markov bázisa n = 4-re 10 darabmásodfokú polinomot (melyek az F(ML)-hez illetve annak invertáltjához tar-tozó Markov bázisból származnak), és 8 darab negyedfokú polinomot tartal-maz.Ennek segítségével sikerült az alábbi tételt � most már tetsz®leges n-re �igazolni.3.10. Tétel. Az F(MB) modell nem zárt, de még lezártja sem adja ki azösszes duplán L-felbontható eloszlást.3.5. S-felbonthatóságA duplán L-felbontható eloszlások tanulmányozásakor fontos szerepet ját-szott egy er®sebb tulajdonság, az S-felbonthatóság. A � véletlen permutá-
ió és annak p eloszlása S-felbontható, ha léteznek �(C) � 0 (C � [n℄)paraméterek, melyekkel p(�) = Qnk=1 �(�f1::kg) alakba írható. � duplánS-felbontható, ha � és ��1 is S-felbontható.3.11. Tétel. A p szigorúan pozitív eloszlás akkor és 
sak akkor S-felbontha-tó, ha L-felbontható és léteznek olyan �0(C) > 0 paraméterek, melyekreP (�(k + 1) = xj�f1::kg = C) = �0(C [ x)Py 62C �0(C [ y) :A szigorúan pozitív S-felbontható eloszlások is hierar
hikus modellt alkot-nak egy MS mátrixszal. A hozzá tartozó F(MS) torikus modell nem zárt,megadható viszont egy Markov bázisa.7



3.12. Tétel. Legyenek C1; D1; C2; D2; : : : ; Cj; Dj � [n℄ olyan halmazok,melyekre jCij = k, jDij = k + 1, és Ci; Ci+1 � Di (ahol Cj+1 := C1). Legyenmég �i 2 SCi és �i 2 S[n℄nDi. Minden ilyen választásra készítsük el ajYi=1 x(�i;DinCi;�i) � jYi=1 x(�i;Di�1nCi;�i�1)polinomot, ahol D0 = Dj és �0 = �j. Ezek a polinomok az F(ML) modellkorábban leírt Markov bázisával együtt F(MS) Markov bázisát adják.Ezek az eredmények azt mutatják, hogy az S-, illetve duplán S-felbonthatóeloszlás
saládok �algebrailag bonyolultabbak� az L-, illetve duplán L-felbont-ható 
saládoknál.3.6. Címke-invarian
iaTegyük fel, hogy egy halmaz elemeit meg
ímkéztük az 1; : : : ; n számokkal,és ezen elemek egy sorbarendezése �. Ha most a halmaz elemeit át
ímkézzük,azaz az eddigi i 
ímkét �(i)-re 
seréljük, akkor ugyanezt a sorbarendezést akét permutá
ió �� szorzata fejezi ki. Hasonlóan, ha ��1 az eredeti 
ímkézésszerinti helyezésvektor, akkor az új 
ímkézés szerinti helyezésvektor ��1��1.Ez motiválja azt a kérdést, hogy a véletlen permutá
iókra adott modellekinvariánsak-e a balról-, illetve jobbról szorzásokra.3.13. Tétel. Legyen n � 4. Az L-felbontható eloszlások 
saládja invariáns abalról szorzásokra. A �-val való jobbról szorzásra pontosan akkor invariáns,ha � eleme az (nn�1 : : : 21) és a (2134 : : : n) permutá
iók által generált nyol
elem¶ 
soportnak.Adódik a kérdés, hogy az L-felbontható eloszlásoknak melyik az a részhal-maza, amely az összes jobbról szorzásra invariáns. Pontosabban azokat azeloszlásokat keressük, melyek minden jobbról szorzás után is L-felbonthatók.3.14. Tétel. Legyen n � 4. Az Sn-en adott szigorúan pozitív p eloszlás ak-kor és 
sak akkor lesz minden jobbról szorzás után L-felbontható, ha kvázi-független, azaz léteznek 
i(x), 1 � i; x � n paraméterek, melyekkel p(�) ==Qni=1 
i(�(i)). 8



4. KövetkeztetésekAz értekezésben leírt vizsgálatokból azt a következtetést vonhatjuk le,hogy bár a véletlen permutá
iók leírására sok jól kezelhet®, a gyakor-latban alkalmazható, és bizonyos me
hanizmusokat h¶en tükröz® modelllétezik, van még létjogosultsága új modellek bevezetésének is. Itt els®sorbana hierar
hikus modellekre gondolok, melyek egy része jól interpretálható,mint bizonyos feltételes függetlenségi relá
iókat kielégít® eloszlások 
saládja.Foglalkoztat az a kérdés, hogyan lehetne az �egyszer¶ struktúrájú� hierar-
hikus modelleket jellemezni, melyek a klasszikus eset felbontható gra�kusmodelljeinek felelnének meg. Érdekes lenne több hierar
hikus modell Markovbázisát kiszámolni, ezek fokára tételeket bizonyítani. Egy másik nyitottkérdés, hogy hierar
hikus modellek metszete hogyan írható le általában.Köszönetnyilvánítás. Szeretném megköszönni témavezet®mnek, Tus-nády Gábornak a közel nyol
 évnyi közös munkát, a t®le kapott ismereteket,de még inkább azt a matematikai szemléletmódot és emberi hozzáállást, amitfolyamatosan sugároz. Köszönöm 
saládom és kollégáim segítségét, támo-gatását, és nem utolsó sorban azt a sok nógatást, ami nélkül a disszertá
iónem jött volna létre.Az értekezés témájához kap
solódó dolgozataim� Conditional independen
e relations and log-linear models for randommat
hings. A
ta Math. Hungar., Online First (2008).� (társszerz®k: Rejt® L. és Tusnády G.) Statisti
al Inferen
e on RandomStru
tures. In: Horizons of Combinatori
s, Bolyai So
iety Mathemati-
al Studies 17, Springer (2008), 37-66.� Markov bases of 
onditional independen
e models for permutations.Kybernetika, közlésre elfogadva.� On L-de
omposability of random permutations. J. Math. Psy
h., át-dolgozás alatt.� An a
y
li
 operation on the symmetri
 group. Benyújtva.9



Hivatkozások[1℄ Chung, L. and Marden, J. I. : Extensions of Mallows' � model. In: [5℄,108-139.[2℄ Crit
hlow, D. E., Fligner, M. A. and Verdu

i, J. S. : Probability modelson rankings. J. Math. Psy
h. 35 (1991), 294-318.[3℄ Dia
onis, P. : A generalization of spe
tral analysis with appli
ation toranked data. Ann. Statist. 17 (1989), 949-979.[4℄ Dia
onis, P. and Sturmfels, B. : Algebrai
 algorithms for sampling from
onditional distributions. Ann. Statist. 26 (1998), 363-397.[5℄ Fligner, M. A. and Verdu

i, J. S. (eds.) : Probability Models and Statis-ti
al Analyses for Ranking Data. Springer-Verlag, New York (1993).[6℄ Geiger, D., Meek, C. and Sturmfels, B. : On the tori
 algebra of graphi
almodels. Ann. Statist. 34 (2006), 1463-1492.[7℄ Hunter, D. R.: MM algorithms for generalized Bradley-Terry models.Ann. Statist. 32 (2004), 384-406.[8℄ Lauritzen, S. : Graphi
al Models. Clarendon Press, Oxford (1996).[9℄ Lu
e, R. D.: Individual 
hoi
e behavior. Wiley, New York (1959).[10℄ Marden, J. I. : Analyzing and Modelling Rank Data. Chapman&Hall,London (1995).[11℄ M
Cullagh, P. : Permutations and regression models. In: [5℄, 196-215.[12℄ Rapallo, F. : Tori
 statisti
al models : parametri
 and binomial represen-tations. Ann. Inst. Statist. Math., Online First (2006).[13℄ Stern, H.: Probability models on rankings and the ele
toral pro
ess. In:[5℄, 173-195.
10


