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1. El6zmények

Ertekezésemben a véletlen permutaciok statisztikai elemzésének egyes
kérdéseivel foglalkozom. A gyakorlatban a véletlen permutaciok legtébbszor
mint egy halmaz elemeinek sorbarendezései fordulnak el6. Szamos szociolo-
giai kutatasban szerepel olyan feladat, melyben a valaszadoknak adott szamu
lehetGséget kell rangsorolniuk fontossig vagy preferencia szerint. Méskor
szavazok, birdlok vagy felvételi bizottsdgok jelolteket, pélyazokat, jelen-
tkez6ket rangsorolnak, majd ezek alapjan hoznak dontéseket. Ezen kiviil
egy permuticié két azonos elemszamu halmaz elemeinek Osszeparositasat is
megadhatja: Osszeparosithatok példaul feladatok és elvégzdik, hallgatok és
témavezetsk. Végiil tetszdleges valos adatokat elemezhetiink csak a rangsza-

maik alapjan.

Célom a permutacio-értékd adatokra illeszthets paraméteres modellek at-
tekintése, a paraméterbecslés és az illeszkedésvizsgalat targyaldsa, valamint
1j modellek kifejlesztése volt. Vizsgalataimat részben az a tapasztalat mo-
tivalta, hogy az Amerikai Pszichologiai Tarsasag 1980-as elnokvalasztasanak
adataira — témavezetGmmel egyiitt — nem talaltunk elfogadhato illeszkedést
mutatd egyszerd modellt. Ez az adatsor az egyik legtobbet vizsgalt az iro-
dalomban, lasd példaul [1, 3, 10, 11, 13]. Vizsgéalataink soran talaltunk egy
olyan egyszerti modellt, mely ugyan nem adott kielégits illeszkedést, de az
addig vizsgalt modelleknél 1ényegesen jobb eredményt nytjtott. Ez a modell
vezetett oda, hogy a véletlen permutaciok feltételes fiiggetlenségekkel jelle-
mezhetd, illetve faktorizalodd modelljeit vizsgaljam, melyeket, a kontingenci-
atablak elemzésében meglévs szohasznélatot atvéve, az értekezésben hierar-

chikus modelleknek neveztem el.

A l1étez6 modellekrdl jo attekintést nytjt Marden [10] konyve, melynek
létrejottéhez nagyban hozzajarult az 1990-ben Amherstben rendezett ,Prob-
ability Models and Statistical Analyses for Ranking Data” cimii konferencia,
illetve az ebbdl Fligner és Verducci éltal szerkesztett [5] kotet. Megemlitem
még Critchlow, Fligner és Verducci [2] cikkét, mely ugyan joval révidebb,
de fontos eredményeket tartalmaz az egyes modellek tulajdonsagair6l (meg-
fordithatosag, cimke-invariancia, L-felbonthatosag, unimodalitéds, és teljes

konszenzus).



2. Modszerek

Az egyik elmélet, amit felhasznaltam, az algebrai statisztika. Amint az
elnevezés is mutatja, ez a tudomanyteriilet azzal foglalkozik, hogyan lehet
statisztikai modellek vizsgalatahoz algebrai eszkozoket felhasznalni. Ezek az
eszkozok kiilonosen alkalmasak arra, hogy exponencidlis csaladok lezartjat
vizsgéljuk, mely mind elméleti, mind gyakorlati szempontb6l fontos. Az
értekezésben felhasznalt eredmények megtalalhatok Diaconis és Sturmfels
[4], Geiger, Meek és Sturmfels [6], valamint Rapallo [12] cikkeiben.

Legyen X = {z1,...,xs} véges halmaz, M = (m;;) pedig egy ¢ x s méret,
nemnegativ egész elemd matrix. Azt mondjuk, hogy a p = (p(x1),...,p(zs))
valoszintiség-eloszlas az F(M) ugynevezett torikus modellhez tartozik, ha

léteznek olyan nemnegativ \q,..., \; paraméterek, melyekre
t
p(z;) = c()) H)\;'”i, 1<i<s.
j=1

A T halmaz M -megvaldsithatd, ha Supp(m;) € UjerSupp(m;) minden i ¢ T-
re, ahol m; az M métrix i. oszlopvektora, Supp(-) pedig az argumentumba

irt vektor tartojat jeloli. Az M-hez tartozé nemnegativ torikus varietds
Xy={reR: 2" —2"=0 Vu,v €N melyre Mu = Mv},

ahol z* =[], z;". A fenti képletben szereplé 2" — 2 polinomok altal generalt

torikus idealt jelolje I,.

2.1. Tétel. (Geiger et al. [6]) cl(F(M)) = X, ahol cl(-) a lezarast
jeloli. Tovabba p € Xy-re p € F(M) akkor és csak akkor, ha p tartdja

M -megvalésithato.

2.2. Tétel. (Rapallo [12]) Minden M-hez van olyan M,,,, maximélis
reprezentacio, melyre cl(F(M)) = F(Mpax)-

Azt mondjuk, hogy az fi,...,fr : X — Z fiiggvények az F(M) modell
Markov bdazisdt alkotjak, ha minden u-ra az Mg = u egyenletnek eleget tevd
g : X — N gyakorisdgvektorokon az f; lépések erGsen Gsszefiiggs grafot gene-

ralnak (ahol az f; 1épés g-t g+ fi-be viszi). A Markov bazisok egyik gyakorlati
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alkalmazasa, hogy kis mintaelemszam esetén az illeszkedést vizsgald y2-proba

kivalthato Markov lanc Monte Carlo probaval.

2.3. Tétel. (Diaconis és Sturmfels [4]) Az fi,..., f;, fiiggvények akkor
és csak akkor alkotnak Markov bazist, ha az ol — g7 polinomok generaljak

az Iyr idedlt, ahol f;" (f.") az f; pozitiv (negativ) része.

A maésik elmélet, amit felhasznéltam, a hierarchikus és loglinearis mo-
dellek elmélete, illetve altalanosabban a diszkrét valoszintiség-eloszlasok ex-
ponencialis csalddjainak elmélete. A felhasznalt eredmények megtalalhatok
példaul Lauritzen [8] kivalo konyvében. Az el6bbi felallasban legyenek A €
€ A az X particioi, az M4 matrix sorai pedig legyenek az A particiok
osztalyainak indikatorvektorai (azaz minden particibhoz annyi sor tartozik,
ahény osztilya van). Ekkor a cl(F(M4)) modellben egyértelmien létezik
maximum likelihood becslés, melyet példaul iterativ ardanyos illesztéssel
(IPS) kaphatunk meg. Minden = € X-re jelolje =(A) az A particio z-
et tartalmazo osztalyat. Ha pedig p az X-en adott eloszlas, akkor legyen
p(x(A)) = X cxya)=aaP(y) az x(A) osztaly p szerinti valoszinisége.
Tegyiik fel, hogy az r tapasztalati eloszlasti mintahoz szeretnénk megtalalni
azt a cl(F(My))-beli eloszlast, mely szerint a minta likelihoodja maximalis.
Legyen p(® az F(My4) modell tetszéleges szigortian pozitiv eleme (pl. az
egyenletes eloszlas). Az IPS algoritmus (¢ + 1). lépésben legyen

_ r(a(4))

D (3) = 2 pO(3), x€ X,

ahol A ciklikusan befutja A elemeit.

3. Eredmények

3.1. McCullagh inverziés modellje

Peter McCullagh [11] vezette be kovetkezd modellt. A k elemi C' C
C [n] halmaz egy o¢ permutécidja (k — 1)-ed rendd inverzid, ha benne egy
elem sincs a nagysag szerint novekvd sorrend szerinti helyén (ahol [n] =

= {1,...,n}). Azt mondjuk, hogy egy m € S, permutaci6 tartalmazza a
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oc inverziot (jelolésben oo C 7), ha C elemei m-ben éppen o¢ sorrendben

allnak. Ekkor a o, ,...,0f, inverziokra épiil6 modellben
logpg(m) = > 6;, 6=(6,....0,) €R. (1)
i:aioigﬂ'

A disszertacioban bebizonyitom McCullagh kovetkezs sejtését.
3.1. Tétel. Az (1) modellben, ha 0 # 1, akkor py # p..

A tétel ekvivalens a kovetkezd érdekes kombinatorikai atfogalmazassal.
Definidljuk az S, halmazon azt a Gy grafot, melyben a m permutéciébol
azokba a permutaciokba vezet iranyitott él, melyeket m-bél egy elem helyre
rakasaval kapunk (a tobbi elemet, ha kell, odébb csusztatjuk). Példaul n =
= 5-re a (24351) permutaciobol az (12435), (42351), (23541), (24315) per-
mutéaciokba vezet él.

3.2. Tétel. A Gy grafban nincs iranyitott kor.

3.2. EM algoritmusok Plackett-Luce-féle modellekre

Van n sportolo, az i-edik képességét a \; paraméter fejezi ki. A Plackett-
Luce modell szerint ha az I C [n] sportolok versenyeznek egymaéssal, akkor a

7 sorrend valdsziniisége

7

Ar(k)
p(m) = H =7 . (2)
k=1 Z‘]:‘k Ax(j)

ahol 7(1) az els6 helyezett, 7(|I|) az utolso helyezett. Ezt a modellt Luce
[9] a sorbarendezési posztulatumbol és a kivalasztasi axiomabol vezette le.
Ko6nnyen latszik, hogy ha a Z; (i = 1,...,n) valoszintiségi valtozok fiiggetle-
nek és \; paramétert exponencialis eloszlastuak, akkor (2) jobb oldala éppen a
P(Zyay < ... < Zyqu) valésziniiség. Ez alapjan a )\; paraméterek maximum
likelihood becslésére a kovetkezd EM algoritmus szamolhato ki. Tegyiik fel,
hogy m megfigyelésiink van, az r-edikben az I, halmazba es§ jatékosok m,

sorrendjét figyeljiik meg. Jel6lje minden i € I,-re «.,(i), hogy i héanyadik
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helyen all a 7, sorrendben. Jel6lje tovibba m; azon megfigyelések szamat,

melyben az i jatékos szerepel. Ekkor egy EM-1épés:

-1

ALY ZZ 1<i<n.

IIr\
rael, k=1 Z )‘m

Hunter [7] erre a modellre, illetve altalanositdsaira MM algoritmusokat
vezetett le, és feltételeket adott az algoritmusok konvergencidjara. Meg-
mutatom, hogy ugyanezekre a feladatokra EM algoritmusok is természetes
modon szoba jonnek, bar ezek — tapasztalataim szerint — lassabban kon-
vergalnak.

3.3. L-felbonthatésag

A7 = (m(1),...,7(n)) permutéiciora legyen n{i..j} = {n(i),...,7(j)}
és m(i..j) = (w(i),...,m(j)). A II véletlen permutacio (illetve eloszlasa) L-
felbonthatd, ha a TI{1..k}, k = 1,...,n halmazok Markov lancot alkotnak.
Az I Luce-ra utal, mivel ezek pontosan azok az eloszlasok, melyek eleget
tesznek Luce sorbarendezési posztulatumanak. Jeldlje (, p) két rész-permu-
tacio egyméas utén irasat, valamint egy C' C [n] halmazra alljon Sc a C

elemeinek permutéacioibol.

3.3. Tétel. Az L-felbonthato eloszlasok zart torikus modellt alkotnak. A
hozza tartozo idedlt az T(x, p,)T(ry,ps) = T(m1,p0)L(ma,p1) POlinomok generaljak,

ahol w1,y € S¢ és p1, p2 € Spp\c valamely C' C [n]-re

3.4. Tétel. Azn = 4 és n = 5 esetben az L-felbonthaté6 modell minimalis
Markov bazisa egyértelmii, és megegvezik az el6zd tételben leirt béazissal. Az
n > 6 esetben a leirt bazis nem minimalis, és a minimalis Markov bazis nem

egyértelmd.

A kovetkezd tétel a maximum likelihood (ML) becslés tulajdonsagairol szol.

3.5. Tétel. Az L-felbonthat6é modellben a ML becslés egyértelmiien létezik,
explicit képlettel megadhato, pontos eloszlasa kiszamolhatd, valamint tel-

jesiil r4 a kévetkez6 hiper-Markov tulajdonsag: minden k-ra a { P(II(1..k) =
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u)}y és {P(II(k + 1..n) = v)}, véletlen eloszlisok feltételesen fiiggetlenek
a {P(II{1..k} = O)}¢ véletlen eloszlisra nézve, ahol P a ML becslést jeloli.

3.4. Duplan L-felbonthatosag

A kovetkez6 tulajdonsigot az irodalomban eddig nem vizsgaltak. Nevez-
ziik a IT véletlen permutaciot (illetve eloszlasat) dupldn L-felbonthatonak, ha
IT és IT7! is L-felbonthato. Ezek tanulméanyozasahoz vezettem be a véletlen
permutaciok hierarchikus modelljeit. Legyen D (illetve R) az [n] halmaz egy
d (illetve r) osztalyt particidja. A m permuticié durvitisa a P = D x R

szorzatparticiora a kovetkezG d x r-es matrix:
m(P)| = (tij), ty=H1<s<n:seDjn(s)€ R}

3.6. Definicido. Legyenek Py, ..., Ps az [n] x [n] halmaz szorzatparticioi. Az
Sp-en adott szigoriian pozitiv p eloszlas akkor tartozik a Py,..., Ps gene-
ratorok definialta hierarchikus modellhez, jelélésben p € L(Py,...,Ps), ha

valamilyen 0; fiiggvényekre

S

log p(m) = ZGZ(M(R)D V€ S,.

=1

Jelolje D' = D azt, hogy a D’ particié finomabb D-nél.

3.7. Tétel. Legyen L(D; xR :i=1,...,5)ésL(DxR;: j=1,...,t) két
hierarchikus modell, ahol D = D; és R = R; minden 1 < ¢ <5, 1 <5<t
esetén. Ekkor a két modell metszete az L(D; xR :i=1,...,s, j=1,...,1)

hierarchikus modell.

Ez a tétel alkalmazhat6 az L-felbonthaté modell és az annak invertalasaval
kapott modell metszetére, mely éppen a duplan L-felbonthato modell (illetve
annak szigortian pozitiv része). Ebbdl, illetve tovabbi szamolasokbol kaptam

a kovetkezG eredményt.

3.8. Tétel. A szigoriian pozitiv duplan L-felbonthato eloszlasok csaladjanak

1. .
Si7, i? szabad paramétere van.



Az értekezésben megadom a csalad két paraméterezését, azaz a duplan L-fel-
bonthato eloszlasok logaritmusai altal R*'-ben generalt altér két bazisat. Az
egyik bazis egymasra merGleges vektorbol, a mésik csupa indikatorvektorbol
all.

Minden hierarchikus modellhez tartozik egy olyan M4 matrix, melyet
a Modszereknél irtam le. Az L-felbonthaté hierarchikus modellhez tartozo
matrixot jeldlje My, a duplan L-felbonthat6 hierarchikus modellhez tartozot
pedig Mp. Az F(Mpg) torikus modell Markov bazisat altalanos esetben nem

tudtam meghatarozni, csak n = 4-re.

3.9. Tétel. Az F(Mpg) modell minimalis Markov bazisa n = 4-re 10 darab
masodfokt polinomot (melyek az F(M;,)-hez illetve annak invertaltjahoz tar-
toz6 Markov bazisbol szarmaznak), és 8 darab negyedfokii polinomot tartal-

maz.

Ennek segitségével sikeriilt az alabbi tételt — most mar tetszdleges n-re —

igazolni.

3.10. Tétel. Az F(Mp) modell nem zart, de még lezartja sem adja ki az

osszes duplan L-felbonthato eloszlast.

3.5. S-felbonthatosag

A duplan L-felbonthato eloszlasok tanulméanyozasakor fontos szerepet jat-
szott egy erdsebb tulajdonsag, az S-felbonthatosag. A II véletlen permuté-
ci6 és annak p eloszlasa S-felbonthatd, ha léteznek A(C) > 0 (C C [n])
paraméterek, melyekkel p(w) = [[;_, A(w{1..k}) alakba irhato. II dupldn
S-felbonthato, ha IT és I17! is S-felbonthato.

3.11. Tétel. A p szigorian pozitiv eloszlas akkor és csak akkor S-felbontha-
t6, ha L-felbonthaté és léteznek olyan A'(C') > 0 paraméterek, melyekre

N(CUrx)

PTGk +1) = 2l {1k} =€) = < G

A szigorian pozitiv S-felbonthat6 eloszlasok is hierarchikus modellt alkot-
nak egy Mg matrixszal. A hozza tartoz6 F(Mg) torikus modell nem zart,

megadhato viszont egy Markov bézisa.
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3.12. Tétel. Legyenek Cy,D,,C5,Ds,...,C;,D; C [n] olyan halmazok,
melyekre |C;| =k, |D;| =k + 1, és C;,Ciy1 C D; (ahol Cjyy := C). Legyen

még m; € S¢; és p; € Siu)\p,- Minden ilyen valasztasra készitsiik el a

J J

H L(ri,Di\Cispi) — H L(r;,Di—1\Ci,pi1)

i—=1 i=1

polinomot, ahol Dy = D; és py = p;. Ezek a polinomok az F(Mj) modell
korabban leirt Markov bézisdval egyiitt F(Mg) Markov bézisat adjak.

Ezek az eredmények azt mutatjik, hogy az S-, illetve duplan S-felbonthato
eloszlascsaladok ,algebrailag bonyolultabbak” az L-, illetve duplan L-felbont-
hato csaladoknal.

3.6. Cimke-invariancia

Tegyiik fel, hogy egy halmaz elemeit megcimkéztiik az 1, ..., n szdmokkal,
és ezen elemek egy sorbarendezése 7. Ha most a halmaz elemeit 4tcimkézziik,

azaz az eddigi i cimkét o(i)-re cseréljiik, akkor ugyanezt a sorbarendezést a

1 az eredeti cimkézés

Lo,

két permutéicioé om szorzata fejezi ki. Hasonl6an, ha 7~
szerinti helyezésvektor, akkor az 1j cimkézés szerinti helyezésvektor 7~
Ez motivalja azt a kérdést, hogy a véletlen permutaciokra adott modellek

invariansak-e a balrol-, illetve jobbrol szorzasokra.

3.13. Tétel. Legyen n > 4. Az L-felbonthato eloszlasok csaladja invarians a
balrél szorzasokra. A o-val valé jobbrél szorzasra pontosan akkor invarians,
ha o eleme az (nn—1...21) és a (2134 ...n) permutaciok altal generalt nyolc

elemii csoportnak.

Adodik a kérdés, hogy az L-felbonthaté eloszlasoknak melyik az a részhal-
maza, amely az Osszes jobbrol szorzasra invarians. Pontosabban azokat az

eloszlasokat keressiik, melyek minden jobbrol szorzas utan is L-felbonthatok.

3.14. Tétel. Legyen n > 4. Az S,,-en adott szigorian pozitiv p eloszlas ak-
kor és csak akkor lesz minden jobbrol szorzas utan L-felbonthato, ha kvazi-

fiiggetlen, azaz léteznek c;(x), 1 < i,z < n paraméterek, melyekkel p(m) =

= [Tz ci(r(4)).



4. Kovetkeztetések

Az értekezésben leirt vizsgalatokbol azt a kovetkeztetést vonhatjuk le,
hogy bar a véletlen permutaciok lefrasara sok jol kezelhets, a gyakor-
latban alkalmazhato, és bizonyos mechanizmusokat hiien tiikr6z6 modell
létezik, van még létjogosultsdga 1j modellek bevezetésének is. Itt elsGsorban
a hierarchikus modellekre gondolok, melyek egy része jol interpretélhato,
mint bizonyos feltételes fiiggetlenségi relaciokat kielégits eloszlasok csaladja.
Foglalkoztat az a kérdés, hogyan lehetne az ,egyszerti struktiuraju” hierar-
chikus modelleket jellemezni, melyek a klasszikus eset felbonthaté grafikus
modelljeinek felelnének meg. Erdekes lenne t6bb hierarchikus modell Markov
bazisat kiszamolni, ezek fokara tételeket bizonyitani. Egy masik nyitott

kérdés, hogy hierarchikus modellek metszete hogyan irhato le altalaban.

Ko6szOnetnyilvanitas. Szeretném megkoszonni témavezetémnek, Tus-
nady Gabornak a kozel nyolc évnyi kézos munkat, a téle kapott ismereteket,
de még inkdbb azt a matematikai szemléletmodot és emberi hozzaallast, amit
folyamatosan sugéiroz. Koészondom csalddom és kollégaim segitségét, tamo-
gatasat, és nem utolsé sorban azt a sok nogatast, ami nélkiil a disszertacio

nem jott volna létre.

,

Az értekezés témajahoz kapcsolédo dolgozataim

Conditional independence relations and log-linear models for random
matchings. Acta Math. Hungar., Online First (2008).

— (tarsszerzok: Rejt6 L. és Tusnady G.) Statistical Inference on Random
Structures. In: Horizons of Combinatorics, Bolyai Society Mathemati-
cal Studies 17, Springer (2008), 37-66.

— Markov bases of conditional independence models for permutations.

Kybernetika, kozlésre elfogadva.

— On L-decomposability of random permutations. J. Math. Psych., at-
dolgozas alatt.

— An acyclic operation on the symmetric group. Benytjtva.
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