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1. Statisztikai mezd

A statisztika egyik aga a leird statisztika. Ekkor a megfigyelt adatokat attekinthets forméaban abra-
zoljuk, pl. hisztogrammal (oszlopdiagrammal), kérdiagrammal, egyéb grafikonokkal. Masrészt az ada-
tokbdl kiszdmitunk néhény fontos, jellemz§ értéket, pl. az atlagot (mintakozepet), tapasztalati szorést,
szélsGértékeket.

A matematikai statisztika alapfeladata: egy véletlen jelenség mechanizmusat (pl. az 6t leird valoszintse-
gi valtozo eloszlasat) nem ismerjiik, de megfigyeléseket végezve, a megfigyelésekbdl szeretnénk ra
kovetkeztetni. A kovetkezs témakorokkel fogunk foglalkozni:

Becsléselmélet: A valoszintségi valtozo valamilyen jellemzGjét szeretnénk a mintabol megbecsiilni,
illetve a becslés hibdjat meghatarozni. Minél pontosabb, megbizhatébb becslést keresiink. Példak:

1. Egy munkaltatét egy titkarng altal gépelt szovegekben el6fordulé hibék szama érdekli. Pl. a hibak at-
lagos szama és a hibaszdm szorasa. A munkaltatd 30 darab, kozel azonos hosszusagu, a titkarng altal
legépelt szovegben megszamolja a hibakat. Esszert feltenni, hogy a hibék szama Poisson eloszlasi,
de az eloszlas paramétere () ismeretlen. A megfigyelések alapjan szeretne kovetkeztetni A-ra, ebbdl
a varhato érték és a széras mar kiszamolhato. Masrészt, a varhato értéket és a szorédst becsiilheti a
Poisson feltételezés nélkiil is.

2. Egy fonalgyarban a fonalszakadasokat vizsgaljak. Annak a valdsziniiségét szeretnék megbecsiilni,
hogy a fonal egy 8 6ras miszak alatt egyszer sem szakad el. Ennek érdekében 20 fonalszal minde-
gyikerdl feljegyzik, hogy mennyi id6 mulva szakad el. Esszerti feltenni, hogy a fonalak élettartama
exponencialis eloszlasu (6rokifja tulajdonsagi), de A ismeretlen.

3. Egy kosaraz6 10-szer kosarra dob. Betaldl — 1 pont, nem talal be — 0 pont. Kapott pontszam egy
dobasbol: Ind(p), ahol a talalat valoszintisége p ismeretlen, ezt szeretnénk megbecsiilni.

4. Heétf6tol péntekig naponta megnézziik egy varos aramfogyasztasat. Ez feltehetéleg normalis eloszlést,
de m, o ismeretlen.

5. Hétf6tsl péntekig megmeérjiik, hogy mennyit kell varni a buszra. Feltehets, hogy ez egyenletes
eloszlasu [0,b] intervallumon, ahol b ismeretlen.

Hipotézisvizsgalat: A jelenséggel kapcsolatban van egy el6zetes feltételezésiink, amelyet tesztelni sz-
eretnénk. Ha a megfigyeléseink GsszeegyeztethetSk a feltevéssel, elfogadjuk azt, ha viszont ellentmondanak
neki, akkor elutasitjuk a feltevést. J6 dontési eljarast keresiink. Példak:

o egészségiigyben: gyogyszerek hatasossdganak bizonyitéasa;

e ipar: selejtardny ellenérzése: le kell-e a gépsort cserélni?

e irodalomtudomany: 2 szévegrdl el kell donteni, hogy ugyanaz irta-e Gket;
e szocioldgia: partok népszeriisége: van-e szignifikans kiilonbség?

e szocioldgia: partpreferencia és iskolazottsag kozott van-e Gsszefiiggés?



1.1. Definicié. Az (Q, A, P) harmast statisztikai mezdnek hivjuk, ahol © nemiires halmaz (eseménytér),
A o-agebra (események csaladja), P pedig a szobajohets valoszintiségi mértékek csalddja. Azaz

P = {Pgw € @},
ahol Py valoszintiségi mértékek.

A © halmazt paramétertérnek nevezziik. Legtobbszor © véges dimenzios euklideszi tér részhalmaza, ekkor
azt mondjuk, hogy paraméteres a feladat (pl.: 1.-5. paraméteres feladatok). © lehet ennél joval "nagyobb",
pl.: ha P az Gsszes lehetséges valdszintiségi mérték, ekkor nemparaméteres a feladat.

1.2. Definicié. Egy X = (X1,...,X,) : Q@ — X C R" valoszintségi valtozot (n elemd) mintdnak
neveziink, ahol X a mintatér, n pedig a minta nagysiga vagy elemszama. Az X; koordinatik a minta
elemei.

Mi (majdnem) mindig olyan mintakkal fogunk foglalkozni, amikor ugyanazt a véletlen jelenséget, egymastol
fiiggetleniil, n-szer figyeljiik meg.

1.3. Definicié. X fiiggetlen elemid minta, ha X;-k az Gsszes Py szerint fiiggetlenek. X azonos eloszldsi
minta, ha X;-k az 6sszes Py szerint azonos eloszlasiak.

A minta eloszlastiggvényeinek csaladja {F,.9|0 € ©}, ahol Fy.9(z1,...,xn) = Py(X1 < z1,..., Xpn < Tp).
Ha X n elemi, fiiggetlen, azonos eloszlisi minta, akkor

Fn;19<m17 71'71) - HFl;ﬁ(xi);
=1

ahol F1,9 az X; koordinatak kozos eloszlasfiiggvénye. Emlékezziink ra, hogy az eloszlasfiiggvény helyett
diszkrét esetben a
pn;ﬁ(l‘h cee ,J?n) = P19(X1 - .Tl,XQ = T2, aXn = mn)

valészintiségeket, abszolit folytonos esetben pedig az

fn;ﬁ(mla 7-7;71)

striségfliggvényt is hasznédlhatjuk. Fiiggetlen elemt minta esetén ezek is szorzatra bomlanak.

1.1. Példa. (titkarns) A minta: X = (X1,...,X30) : @ — NJ°, ahol X; az i. szdvegben talalt hibak
szama. X fiiggetlen, azonos eloszldsi minta, a mintaelemek szobajohets eloszlasai: X; ~ Poisson(d9), a
paramétertér © = (0,00) C R, azaz egyparaméteres feladatrol van sz6. A valoszintiségeket részletesen
kiirva 50

o9V _ 309

30
P30;0 (21, T2, ..., T30) = le;ﬂ(xz‘) = H =
i=1

el xl' sz'

1.4. Definicié. Az mintatéren megadott T : X — R fiiggvényt, illetve magat a T = T'(X) valoszintiségi
valtozot (k-dimenzids) statisztikdnak nevezzik.

1.2. Példa. Néhany gyakran hasznalt statisztika (X mindenhol n elemd minta):

= 1
NTX)=X = - ;Xi az X minta mintadtlaga.

1 _
2) T(X)=5% =~ Z(Xz — X)? az X minta tapasztalati szordsnégyzete.

n

i=1

3) T(X) = (X:En)7X2(n), e ,(L")) az X minta rendezett mintdja, ahol Xl(n) < in) < < X,(Ln)
(pl' T(27 47 17 3) = (1’ 27 37 4))'
4) T(X) = X — X" az X minta mintaterjedelme.

X(nil ha n péaratlan

2
5 T(X) =3 x4 x
2

gq)_l az X minta tapasztalati medidnja. W
B
2

ha n péaros



1.5. Definicié. Az (Xy,..., X,,) minta tapasztalati eloszldsa az a véletlen diszkrét eloszlas, melynek lehet-
séges értéki az X; értékek, az értékekhez tartozéd valoszintiségek pedig a megfigyelt relativ gyakorisdgok.
Azaz jeldlje 1 < z3 < -+ < x,, a megfigyelt (kiilonbozd) értékeket (m < n), ekkor az x;-hez tartozoé
valészintiség:

X = )] _ ZI

ahol I(X; =xz;)=1,ha X; =x;, és I(X; =2;) =0, ha Xi # ).
Az X minta tapasztalati eloszlasfiiggvénye a tapasztalati eloszlashoz tartozo eloszlasfiiggvény:

n

A 1
F, = - I(X; < x), eR.
@)= K <a), @
Hogy néz ez ki?
A
% Oo—
0 haz<X™,
by~ F (n) (n)
% F’n(x)_ E haX <$<Xk+17
E o—s 1 hax <z
2
il ot
— X§n;én?’)x4(;n) Xy(ln)

1.1. Tétel. (Glivenko: A statisztika alaptétele.) Legyenek Xi,..., X, fiiggetlen, azonos F' eloszlasfiigg-
vényii valoszintiségi valtozok. Ekkor az F,, tapasztalati eloszlasfiiggvény 1 valoszintiséggel egyenletesen
tart F-hez, azaz

P(1i

N0 zeR

A tétel jelentése az, hogy ha elég sok megfigyelést végziink, akkor tetszéleges pontossaggal visszakapjuk a
valodi eloszlast. Azt konnyd belatni, hogy minden rogzitett x € R-re

P( lim

n—oo

Fo(z) — F(x)‘ —0) =1,

hiszen ez éppen a nagy szamok erds torvénye az I(X; < x) valoszintiségi valtozokra. Megjegyezzitk még,

hogy a sup, g |Fn(z) — F(:r)’ maximalis eltérés nagységrendje 1/+/n.

1.1. Feladat. Az 2-5 példakra adjuk meg a mintateret, a paraméterteret, és a minta eloszlasainak csalad-
jat!

Mo: az X minta mindegyik példéban fiiggetlen, azonos eloszlasi.

2) X; az 4. fonalszal élettartama.

X = Ri(), X~ Exp(ﬁ), 0= (0,00),

20
fgo;g(lj, veuy Z‘Qo) = H fl;ﬁ(xi) = H ’196719“ = 192067192 zi.

3. X; az i. dobés pontszama.
X ={0,1}"°, X; ~ Ind(9), © = [0, 1],

p1o;o(21, ..., T10) = le;ﬁ(l’i) = Hﬂxi(l — )T = 92 T (1 — )10 E

4. X; az i. nap fogyasztésa.
X = Ri, Xi ~ N(’L91,’L92), ©=Rx R+,

5 1 (= ﬂgznz
fso (@, ... waa? =[] =—=¢ *%
3 7 - 7 bl 2,7-‘—192



5. X, az 1. napon a varakozasi idé.
X =R, X; ~ E(0,9), © = (0,0),

5
1 1
J5:0(21, s f119 ) e <) =—I x(l)zoésx(5)§19.
19 L 5
[

1.2. Feladat. Végezziik el 8-szor a kovetkezs kisérletet: addig dobunk egy érmével, amig fejet nem ka-
punk. Jelolje X;, hogy az i. kisérletben hanyszor kellett dobni. Az X minta egy konkrét realizaciojara
adjuk meg a tapasztalati eloszlasfiiggvényt, és szamitsuk ki az 1.2 Példaban szerepld statisztikakat!

Mo: Ha példaul a minta a kovetkezo: 2 3 3 > 1 2 2

ry T2 X3 T4 T5 Te X7 T8
. . érték 1 2 4
A tapasztalati eloszlés: e 2 3 :2)) ?
valosziniseg ¢ 5 5 0 3
14 o—
mintaatlag: 19/8 = 2.38 —_—
tapasztalati szorasnégyzet: 95/64 = 1.48
mintaterjedelem: 4
. . Oo—e
tapasztalati median: 2
Oo—e
LB ®) (6§ RO
1,2 3,4,5 6,7 8

1.3. Feladat. Legyen X fiiggetlen, azonos eloszlasti minta, a koordinaték kozos eloszlasfiiggvénye F'.
Szédmoljuk ki F,(x) varhato értékét és szorasnégyzetét!
Mo: nE,(x) ~ Bin(n, F(x)). gy E(F,(z)) = F(x) és D(F, =/F(z) (z))/n. =

2. Elégségesség

Az X minta informaciot tartalmaz arrél, hogy melyik ¥ € © az igazi paraméter. A Py(X = z)
valészintiség fiigg ¥-t0l (bizonyos ¥-kra nagy a valdszintisége, hogy ezt a mintéat kapjuk, masokra kisebb). A
T(X) statisztika is hordoz informéciot, hiszen a Py(T'(X) = t) valoszintség is fligg ¥-t6l. Az eredeti minta
altaldban tobb informéciét tartalmaz a paraméterrdl, mint a beléle kiszamolt statisztika. Pl. ha diszkrét
mintat vesziink, akkor a Py(X = z) valosziniiségek sokfélesége hordozza a ¥-ra vonatkozo6 informéciot. A
T(X)-ben rejls informacié pedig a Py(T'(X) = t) valoszintiségek sokféleségébdl szarmazik. A {T(X) =t}
esemény felbomlik {X = z} eseményekre, olyan z-ekre, melyekre T'(z) = t. Az X-ben tartalmazott
pluszinformacio tehat a Py(X = x|T(X) = t) valoszintiségek sokféleségébdl adodik, olyan z-ekre, melyekre
T(x) = t. Ha a Py(X = z|T(X) = t) feltételes valoszintségek mar nem fliggnek 9-tol, akkor, mivel
Py(X=2)=P(X =z|T(X)=T(z))Py(T(X) = T(z)), a minta nem tartalmaz t6bb informéaciot, mint a
statisztika.

2.1. Definici6. Legyen X = (X1,..., X,,) diszkrét minta az (Q, A, P) statisztikai mezén. Azt mondjuk,
hogy a T'(X) statisztika elégséges a ) paraméterre, ha minden z, t parra a Py(X = z|T(X) = t) valoszintség
nem fiigg ¥-t6l.

2.1. Példa. Legyen X; ~ Ind(p), ahol 0 < p < 1 ismeretlen paraméter. Pl. 100 kockadobas min-
dengyikérdl feljegyezziik, hogy hatos-e. Belatjuk, hogy . X; elégséges statisztika p-re, azaz nem kell a



dobéasokrol egyesével feljegyezni, hogy melyik volt hatos, melyik nem, hanem elég feljegyezni, hogy Gsszesen
hany hatos volt. Ezzel nem veszitiink informaciét p-rél. A definicio alapjan szamolunk:

n
0 ha Z T; 7é t

=1

< n ~ - n
Pp(X = x| ZXi =t) = [[= p"(1—p) ™ _ pEi(l—p)t T _ 1 ha, Zx =t

i=1 (Mpt(1 —p)nt <n>pt(1 _p)nt () i—1

t
—_—————
binom;) Ind

Azaz a kapott feltételes valoszintiség tényleg nem fiigg p-t6l. =

2.1. Tétel. (Neyman faktorizacios tétele) Legyen X diszkrét eloszlasu minta. A T(X) statisztika
akkor és csak akkor elégséges, ha talalhatok olyan h és gy fliggvények, melyekre Py(X = z) = h(x) -

g99(T'(x)).

Bizonyitas.
= Tegyiik fel, hogy T'(X) elégséges statisztika. Ekkor

Py(X =) = Py(X = 2[T(X) = T(x)) - Py(T(X) =T(x)) = h(z) - g9(T(x)),

felhasznélva, hogy az elsG tényezs nem fiigg J-tol.
«: Most tudjuk, hogy Py(X = x) = h(z) - g9(T(x)), meg kell mutatni, hogy T'(X) elégséges statisztika.

. o PX =2 TX)=t)  h(x)-gs(t) h(z) - gs(t) _
Py(X = z|T(X) =1t) Py(T(X) =1) S Pix=y) > h(y)-g9a(T(y))
y:T(y)=t y:T(y)=t
L/ ha T(x) =t
> h) ’
YT (y)=t

egyébként pedig a feltételes valdszintség nulla. m
A tételnek az a jelentGsége, hogy modszert ad arra, hogyan lehet elégséges statisztikat talalni.

2.2. Példa. Legyen X7, ..., X,, ~ Poisson()\), keressiink elégséges statisztikat A-ral

n

A A2 i 1
e =P (X =2)= A — A - LeT A L\ T
p ’)\(x) )‘( x) g ¢ ;! ‘ H?:1 x;! H?:1 ;! e%/—’
h(z) QA(E i)
——"

;=T (z)
azaz a mintaelemek Gsszege elégséges statisztika. m

Abszolut folytonos mintara az el6z6 definicié nem mikodik, mivel sok T statisztikira a {T'(X) = ¢}
esemény minden t-re 0 valoszintségi, igy a feltételes valosziniiség nem értelmes. Neyman faktorizicios
tétele viszont egy olyan allitast fogalmaz meg, ami abszolut folytonos esetben is értelmes, ha a valoszintiség
helyett strtségfiiggvényt irunk.

2.2. Definicié. Legyen X abszolut folytonos minta, striségfiiggvényeinek csaladja legyen fr.o(z). A
T(X) statisztika elégséges a O paraméterre, ha létezik a strtségfiiggvénynek f,.o(z) = h(x) - go(T(x))
alaku faktorizacidja.

2.3. Példa. Legyen X; ~ E(0,b), b a paraméter. Probaljunk faktorizalni!
fup(@) = [L e = [ 510 < 2 <0) = (" 2 0)- 2 T <),
’ 1 ’ pale} b —_ b

—_—
)y

= h(x
(z) (e

tehat X" elegséges statisztika. m



Mj.: Nyilvan, ha T elégséges, akkor annak egy kolcsondsen egyértelmi S fliggvénye is az, s6t minden
olyan S statisztika elégséges, amelybdl T kiszdmolhato. A gyakorlatban minél egyszertibb, ugynevezett
minimdlis elégséges statisztikat keresiink. Ennek a fogalomnak adhaté preciz matematikai definicié, de
ezzel most nem foglalkozunk.

. Feladat. Keressiink elégséges statisztikat a paraméter(ek)re a kovetkezd mintakbol:
~ Geo(p)
~ Bin(m,p) m ismert
~ Ezp(})
~ N(m,o)
~ E(—a,a)
Mo: 1) > X; elégséges:

)
)
)
)

2.1
1
2
3
4
5)

><><><><><

2) > X, elégséges:
_ : m T; _o\Mm—Ti > T _oymn—y ;| . m
Pnip(2) = ]j[l <xi)p (1-p) =p>="(1-p) lj[l )
3) > X, elégséges:
fn/\ HA —)\xl_)\n —)\Eml.

1=1

4) Ha (m, o) ismeretlen, akkor (3 X;, Y X2) elégséges:

n b n
1 (zy—m)? 1 1 2
Fasmo (@) _ © ( 271’02) c

:( 1 ) e 202(ZI2 QmZernm)
V2ro?

Ha o ismert, akkor > X; elégséges:

1 " 1 2 1 2
fnm(x) - < : 672”722-/131: : efm(nm *QWLZL;).
' V2mo?

Ha m ismert, akkor Y (X; —m)? elégséges.
5) max | X;| elégséges:

frial@ H% —a<z<+a)= o Il <a i=1,..0) = _I(j2™ < a).

i=1

3. Becslések és josaguk

Legyen X, ..., X, (fiiggetlen, azonos eloszlasi) minta az Fy eloszlasfliggvényt eloszlasbol. Szeretnénk
a paraméter (¥9) fiiggvényét becsiilni (gyakran magat a paramétert kell becsiilni, de nem mindig). Nem
remélhetjiik, hogy a pontos értéket eltaladljuk, de azt igen, hogy j6l meg tudjuk kozeliteni.

3.1. Definicié. A () mennyiség becslése valamely T(X) statisztika.

Azért vezettiink be egy 0j elnevezést a T(X) statisztikira, mert most ugy gondolunk ra,
mint a ¢(¢¥) mennyiséget jol kozelitd becslésre. Mit varhatunk el a T(X) becsléstsl?
1) A T(X) becslés nagyjabol (1) koriil ingadozzék.
2) A T(X) minél kevésbé ingadozzék 1(9) koriil, azaz a becslés legyen minél pontosabb.
3) Tegyiik fel, hogy minden n mintaelemszamra van egy T, becslésiink. Megkovetelhetjiik a
T (X1, ..., Xpn) — ¥(¥) sztochasztikus konvergenciat.



3.2. Definicio. A T(X) becslés torzitatlan 1 (9)-ra, ha
Ey(T(X))=¢((W) VIeo.
Altalaban a T(X) becslés torzitisa a by (9) = Eg(T(X)) — 4(9) fiiggvény.

3.1. Példa. Legyen X1, ..., X,, ~ Fy és () = Ey(X;). Ekkor X torzitatlan becslés, mivel

n

Ey(X) = Eﬁ(% > X)) =
‘ ()

Ez alkalmazhato példaul a Poisson vagy az indikator eloszlas paraméterének becslésére. m

3.2. Példa. Indikitor eloszlast mintanal keressiink torzitatlan becslést ¢ (p) = %—re! Belathato, hogy %
nem torzitatlan, s6t, 1/p-t nem lehet torzitatlanul becsiilni. Belatjuk ugyanis, hogy ¥ (p)-t akkor és csak
akkor lehet n elemt indikator-mintabol torzitatlanul becsiilni, ha ¥ (p) p-nek legfeljebb n-edfokd polinomja.
Legyen ugyanis T tetsz6leges becslés.

EP(T(Xlﬂ-"aXn)) = Z T(l’l,...,l‘n) ~pZ Zi '(1*]7)”72 aii’
xe{0,1}"

ez pedig legfeljebb n-edfokt polinomja p-nek. Masrészt p* egy torzitatlan becslése: I(X; = 1) I(Xy =
1) I(Xp=1) (k<n). m

3.3. Definicié. T,,(X;,...,X,) aszimptotikusan torzitatlan becsléssorozat v (¢)-ra, ha Vi € ©-ra
A gyakorlatban, ha elég nagy a minta, akkor altaldban egy aszimptotikusan torzitatlan becslés is megfeleld.

3.4. Definici6. Legyenek 77,75, torzitatlanok v (¢)-ra. Ekkor azt mondjuk, hogy T) hatdsosabb T>-nél,
ha D3(Ty) < D%(T,) minden ¥ € ©-ra. A T (torzitatlan) becslés hatdsos, ha minden torzitatlan becslésnél
hatasosabb.

Mj: Két becslés nem biztos, hogy Osszehasonlithaté hatasossag szempontjabol, hiszen lehet, hogy
bizonyos ¥-kra D%(T1) < D3(T%), masokra viszont D3(Ty) > D3(1T5).
Mj: Nem torzitatlan becslések esetén az atlagos négyzetes veszteséget, azaz az Eg[(T —1¢(9))
akarhatjuk minimalizalni.

2] mennyiséget

3.1. Tétel. Ha T} és T is hatasos, akkor 1 valoszintiséggel megegyeznek, azaz Py(T; = T) = 1 minden
¥ € O esetén.

Bizonyitas. A torzitatlansag miatt Ey(T1) = Ey(T2) = ¢(V), és mivel mindkét becslés hatasos, D3 (T3) =
D?(T3) minden f-ra. Legyen most
T+ T,

2
Egyrészt T is torzitatlan, hiszen Fy(T) = ¢(), masrészt T hatasossaga miatt

T

1 1 1
D3(Ty) < D3(T) = 1 (D3(T1) + D3(T») + 2covy(T1, T3)) = 5D§(T1) + §COV19(T1,T2),

azaz D3(T1) < covy(T1,T3). Atosztva kapjuk, hogy

1< COV@(Tl7 TQ)

> m = Rﬂ(Tl,T2)7

azaz az ismert tétel szerint T} = aTb + b teljesiil 1 valoszintiséggel. A varhato értékek és szorasok egyezése
miatt azonban a =1 és b = 0 lehet csak. =



3.2. Tétel. Legyen X = (X1,...,X,,) fiiggetlen, azonos eloszlast minta. Legyen ¢ () = Ey(X;), tovabba
tegyiik fel, hogy D?(X;) < oo minden ¥-ra. Ekkor X hatésosabb becslése 1)(¥)-nak minden > " | ¢; X;
alaki torzitatlan becslésnél.

Bizonyitas. Vegyiik elGszér észre, hogy > .| ¢;X; akkor és csak akkor torzitatlan, ha >  ¢; = 1.
Szémitsuk ki a szérdsnégyzeteket)!

D3 (Xi)

D3(X) = =L

. DEO_aXi) =Y Di(ciXi) = (> G)Dj(Xy).

Azt kell tehat belatni, hogy

S|

n

2

< E c;.
i=1

A szamtani és négyzetes kozép kozotti egyenlGtlenséghdl
IS  Ye 1 s n 1
=1 >=_ = — azaz cp > — = —.
n o on n Z ~n? n

3.3. Példa. Legyen X; ~ E(0,b), és vizsgaljuk a kovetkez6 két becslést b-re:

T = X" T,=2.X.

n+1
n

Ty nyilvan torzitatlan, és T} is az: legyen ugyanis X; = b-Y;, ahol Y; ~ E(0, 1), ekkor XM =5V, tehat

elég az E(0,1) eloszlassal foglalkozni. v, eloszlasfiiggvénye: P(er") < t) =t", v, stirtségfiiggvénye:

n-t" 1 tehat

1 n

1
E(Y,™) :/ t-nt"tdt =n- = .

n
n+1
1
y

—_ 4
b "ttt vl

Ebbdl Ey(T1) = b. Melyik becslés a hatasosabb?

D2(X;) 4 b* b2

D3(Ty) = 4. 20220 2 2 _ 7
o(12) n n 12 3n
Maésrészt
! n o\’ n n \’
D2(Y7§")):/ t2n " dE— = - =
0 n+1 n+2 n+1
_n(n+1)2—n?(n+2) n
(12 +2) (n+1)2n+2)

Tovibba DZ(X{) = b2D2(YV\™), azaz

b2
n(n+2)

n+1

n

D) = ( )2-D§<X<”>> _

Kaptuk tehat, hogy T} hatasosabb T-nél (minden n-re). ®
3.5. Definicié. A T, (Xq, ..., X,,) becsléssorozat konzisztens ¢ (¥)-ra, ha T,, — ¥ (¥) sztochasztikusan

(n — o0), azaz
Py(|T, — ()] >¢) =30 VdcoO.



3.4. Példa. a) A mintaatlag konzisztens becslés a varhato értékre: X — FEy(X;) sztochasztikusan (ez a
nagy szamok gyenge torvénye).

b) Ha Ey(T,) = ¥ (V) (azaz T, torzitatlan becslés, de az is elég lenne, hogy aszimptotikusan torzitatlan)
és D3(T,,) — 0 (n — o0), akkor T}, konzisztens, mivel

Py(IT, —(0)] > o) 2 Do)

— 0.

)
c¢) Legyen X; ~ E(0,9), és T, = "T“Xfln). Ez a fentiek szerint konzisztens becsléssorozat, hiszen

X(n))_iﬁo
" p(n41) '

n+1
Dj(

4. Fisher-informacio

4.1. Definicié. Legyen az X = (Xi,...,X,) minta eloszlasfiiggvényeinek csaladja F,.y. Ekkor az
L, (x;9) likelihood fiigguényt a kivetkezSképpen definialjuk: abszolut folytonos minta esetén L, (z;9) =
fnso (), diszkrét minta esetén L., (z;9) = pp9(x).

4.2. Definicié. Az n elemt, F,, g eloszlasfiiggvénytd minta Fisher-informdcidja az

1n(9) = Bollig I La(X:0)P)

érték, ha a derivalt 1étezik, és ez a mennyiség véges.

4.1. Tétel. (*) Legyenek Xi,...,X,, fliggetlen, azonos eloszlast mintaelemek, és jelolje egy mintaelem
likelihood fliggvényét L1 (z;; ). Tegyiik fel, hogy I (¥) < oo, tovabba hogy

0
Eﬁ(%

In Ly (X1;9)) = 0.
Ekkor I,,(¥) = n - I ().
Bizonyitas. A feltétel miatt I1(9) = D3(2; In L1(X1;9)), tovébba

0
Ey(+

a n
aﬂlnLn(X;ﬁ)):Eﬂ(a—ﬁlnil;[lLl(Xi;ﬁ ZEﬁ lnLlX“ﬁ))

0

Ebbél kovetkezik, hogy

n

I,(¥) = (% InL,(X;9)) = Dg(z % InLi(X;;9)) = zDg(%lnLl(Xi;ﬂ)) =n-1L(0).

I, (9)

[
Mj: A feltétel gyakran teljesiil, mivel ez egy bederivalhatésig alruhdba bujtatva. Tegyiik fel mondjuk,
hogy a minta abszolit folytonos. Tudjuk, hogy

+o0 o [T
/ fiw(z)dz=1 = 8719/ fi9(z)dz =0.

Ha a derivalas és integralés felcserélhets, azaz be lehet derivalni, akkor kapjuk, hogy

+oo +oo O +oo
0= [ B hawas= [ B gy ae = [T S oo Fuo(e) o = Balggn fua(X0)



Diszkrét esetben, hasonléan, a tétel feltétele azzal ekvivalens, hogy

0 0
8719 ;pl;ﬂ(ml) = ; %pw(ﬂh)-

Ez biztosan teljesiil, ha a valészintiségi valtozé értékkészlete véges.

4.1. Példa. Legyen X; ~ Ind(p). Ekkor Ly (z,p) = p*(1 — p)*=% (z € {0,1}), amibsl

0 x l—=x
—InL =— - .
ap n 1(38,17) P 1 —p
Ellendrizziik a (*) Tétel feltételét!
9 p 1-p
E — InL Xi7 == —— =90
Tehat az egyelemi minta Fisher-informacioja:
0 X; 1
Ip:D2<lnL X»,p)=D2< : ): ,
=D\ gp ) ) =B =) = i - w)
és I,,(p) L (p) o n
p =N - p = —0FC.
" ST p(1-p)
4.2. Példa. Legyen X; ~ N(9,0¢), ahol og ismert. Ekkor
1 _(z=9)?
Li(z,0) = —-e %0
/2703
Logaritmust véve
1 — )2
InLq(z,9) =1n _ 2)
\/2mo? 203
Ellendrizziik a (*) Tétel feltételét!
0 2(X; —9)
Ey |[(==InL(X; =Fy | ———=| =0.
ﬁl:(a'l?n 1( 1a19):| 19|: 20_[2) 0
Ebbdsl Y 9 D2(x
i — i 1
Il(ﬁ)D129< 2 > 19(4 ):727
90 90 90
n
és I, (9) = —.
és I,(9) o ]

Mj: Nézhetnénk azt is, hogy a minta mennyi informaciét tartalmaz a paraméter valamely (9)
fliggvényére, illetve mennyi informéaciét tartalmaz egy paramétervektorra nézve. Ezekkel most nem
foglalkozunk.

Bizonyitas nélkiil megjegyezziik a kovetkez6t. Legyen X minta, a benne rejl§ informacio Ix (¥). Tovab-
ba legyen T' = T'(X) egy statisztika, a benne rejlé informéaciot jelolje I (). Belathato, hogy (bizonyos
regularitasi feltételek mellett) Ir(9) < Ix (1), és egyenl6ség akkor és csak akkor van, ha T elégséges
statisztika. Példaul a kovetkezd regularitasi feltételeket szokték tenni:

1) \/L1i(z,9) folytonosan differencialhato ¢ szerint,
2) oo > I1(9¥) > 0, és I (V) folytonos ¥-ban.
Ha ezek teljesiilnek, akkor minden szép és jd, pl. ekkor teljesiil a (*) tétel bederivalhatosagi feltétele.

A kovetkezs tétel arrdl szol, hogy egy torzitatlan becslés nem lehet tetszélegesen pontos, a szérasné-
gyzetre adhato egy als6 korlat, mely a mintdban talalhato informécié mennyiségtdl fiigg (azonban ez az
also korlat altalaban nem éles).
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4.2. Tétel. (Cramér-Rao egyenlétlenség) Legyen X = (X,..., X,,) minta, és tegyiik fel, hogy tel-
jesiilnek a (*) tétel feltételei. Legyen még T'(X) olyan torzitatlan becslése 1(1)-nak, melyre D3(T) < oo
minden Y-ra. Feltessziik még a kovetkezd bederivalhatosagi feltételt:

W(9) = By (T(X)Ef; L,

Ekkor D3(T) > (%;‘5919)))2 teljesiil minden ¥-ra.

Bizonyitas. Az Gtlet: tudjuk, hogy minden S-re

covy(T,S)? < D3(T)D2(S) = D3(T) >

Ez olyan S véalasztéassal ad hasznalhaté korlatot, melyre

(X;ﬁ)) .

covy(T, S)?
~ Di(9)

covy (T, S) = Ey(TS) — Ey(T)Ey(S) = Es(TS) — ¢(9)Es(S)

nem fiigg T-t6l. Legyen S = % InL,(X;9), ez a feltétel szerint jo lesz. Egyrészt Ey(S) = 0 (ez volt a

(*) Tétel egyik feltétele), tehat

covy(T,S) = Eyg(T - S) = ' (¥),

mésrészt D3(S) = 1,,(9). =
Mj: Nézziik a feltételt!

Bederivalhatosag esetén ebbdl

0 0
I _ v _ .
P'(9) = /T(az) 8z9f"”9(x) dz = FEy (T(X)Bﬁ In Ln(X,ﬂ)) .
- z (1/’/(19))2 f ok . Py p 2 _ (@) A .
Az als6 korlat, azaz a . (0) mennyiség neve informdcids hatdr. Ha Dy(T) = I C) teljesiil minden

¥-ra, akkor azt mondjuk, hogy a T becslés eléri az informacids hatart. Nyilvan, ha a T torzitatlan becslés

eléri az informaciés hatart, akkor hatasos.

Specialisan, ha magéit a paramétert akarjuk becsiilni, akkor ¢ (¢) = ¥, azaz az informécios hatér

1/1,.(9).

4.1. Feladat. Legyen X; ~ N(9,00), ¥-ra keressiink hatasos becslést! Az informéciés hatar 1/1,,(9) =
o8 /n, ugyanakkor D%(X) = o2 /n, ezért X hatasos becslés J-ra. m

4.2. Feladat. Legyen X; ~ Ind(p), p-re keressiink hatdsos becslést! Az informaciés hatér 1/1,(p) =
p(1 — p)/n, ugyanakkor D2(X) = p(1 — p)/n, ezért X hatasos becslés p-re. m

4.3. Feladat. Legyen X; ~ Exp(\), ¥(\) = -t szeretnénk becsiilni. Tudjuk, hogy X torzitatlan becslés.

DY
Szérasnégyzete
1
— bvi 1
DiIX) =2 = —.
A n  A.n

A Fisher-informé4cio:

E\ [8 In fl;,\(Xi)} = E, [a(ln)\ - )\Xi)} =FE, B - Xi] =0.

oA oA
L 1 n
Ebbal 1) = D} (5 X)) = DYX) = 1, () =
informéciés hatar tehat )
(-x) _ 1
3= n - \2

Kaptuk, hogy X hatdsos becslés 1/\-ra. m

11
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4.4. Feladat. Legyen X; ~ Poisson(\). Mutassuk meg, hogy X hatdsos becslés A-ral m

4.5. Feladat. Legyen X; ~ F(0,9). Most nem teljesiilnek a regularitasi feltételek, rogzitett = mellett
f1,9(z) nem folytonosan derivalhat6 ¢ szerint.
1
s haO0<z<9
I ST
Fio() = { 0 egyébként

11(19) =FEy =FEy

B 2 o 1\° 1\? 1
(a'l?lnLl(Xl,qg)) (wlnﬁ) ] = (—19) = @7

felhasznalva, hogy 1 valoszintséggel X; < ¢, azaz 1 valoszintséggel Lq(X1;9) derivalhato. Ugyanakkor
2 n\2 n?
L) = B [(ZF(5)")] = (-5) = 5 =n* L),

4 1 régzitett, ¥ a valtozo A 9 régzitett, ¢ a valtozéd
fr9(2) fr0(2)
itt nem
derivalhato

Lo

~L_
> t

T U

5. Becslési modszerek

5.1. Blackwellizalas

ElGszor nézziink egy kis ismétlést! Ha XY diszkrét valoszintségi valtozok, akkor X feltételes varhato
értéke az Y = y feltétel mellett E(X|Y =y) =)« - P(X =2|Y =y) = V(y). Az X feltételes varhato
értéke az Y véltozora nézve pedig E(X|Y) = V(Y). Ez tehat nem egy szam, hanem egy valoszintségi
valtozo. Bizonyitas nélkil elevenitsiik fel a kovetkezd tulajdonsigokat:

1) E(c]Y)=c¢

2) E(X1 + XolY) = E(X1]Y) + E(X3|Y)

3) E(cX|Y) =cE(X]Y)

4) X; < Xy = E(X1]Y) < E(XL|Y).

Ezeken kiviil sziikségiink lesz még néhany tulajdonsagra:
5) Teljes varhato értek tétele:

P (X =) teljes valészintiség tétele

5) Kiemelés: E(XW(Y)Y) = W(Y)E(X]|Y), magyardzat: Y rogzitése mellett W (Y') konstans, azaz
kiemelhetd a varhat6 értékbol

6) Teljes szorasnégyzet tétele: D?*(X) = E(D*(X|Y)) + D*(E(X|Y)), ahol D*X|Y) =
E (X — B(XY)2|Y).

Bizonyitas:

D*X|Y)=E (X*-2XE(X|Y)+ EX|Y)’|Y) = E(X?|Y) - EQXE(X|Y)|Y)+ E (E(X|Y)*Y) =
E(X?)Y) - 2E(X|Y)E(X|Y) + BE(X|Y)? = E(X?|Y) — B(X|Y)%

12



Véarhato értéket véve:

E(D*(X|Y)) = E (E(X?)Y))—E (E(X|Y)?) = E(X?) - E(X)* - [E(E(X|Y)?) - E(X)*].

E(X?) D2(X) D2(E(X|Y))

Kévetkezményként kapjuk, hogy D? (E(X|Y)) < D?(X).

5.1. Példa. Dobjunk fel egy szabéalyos kockat n-szer. Legyen X a hatosok szama, Y a paratlanok szdma.
Az {Y = y} feltétel mellett X eloszlasa Bin(n —y,1/3). Tehat E(X|Y) = (n —Y)/3. Erre

BEX|Y) = B(n-v)/3) = "E0 1 g1
Masrészt . L2 an—v) 2
DXX|Y) = (n—Y)- 55 = —5—>, E(DXY))=g.
Végiil .
D2(X) = % DX(E(X|Y)) = ?%
| ]

5.1. Tétel. (Rao-Blackwell tétel) Legyen X diszkrét minta, S torzitatlan becslése ¢ (¥)-nak, T pedig
elégséges statisztika ¥-ra. Ekkor U = E(S|T) is torzitatlan becslés ¢(1)-ra, és hatasosabb S-nél.

Bizonyitas. A feltételes varhato érték tulajdonsagaibol rogton kotetkezik:
Ey(U) = Ey (Bs(S|T)) = Eo(S) = ¢(9), D(U) = Dj (Ey(S|T)) < D3(S).

|
Mj: Azt, hogy T elégséges statisztika, ott hasznaltuk fel, hogy az F(S|T) varhat6 érték nem fiigg
U-to6l, azaz a mintabol kiszamolhaté mennyiség. Az eljarasnak lényege tehat az, hogy egy akarmilyen
torzitatlan becslés hatasossagat javithatjuk azzal, ha egy elégséges statisztikara vett feltételes varhato
értékét képezziik. Ennek az eljardsnak elnevezése blackwellizdlds. A tételbdl kovetkezik, hogy ha van
hatasos becslés, akkor az tetszéleges elégséges statisztikinak fiiggvénye.

5.2. Példa. Legyen X; ~ Geo(p), p-t szeretnénk becsiilni. Elégséges statisztika: T = ZXZ" Egy
i=1

egyszeri torzitatlan becslés: S = I(X; = 1). Blackwellizaljunk, azaz szamoljuk ki az U = E(S_\T) =V(T)
becslést!

n

VIO =Ey(SIT=10)=0-B(S=0[T =) +1-P(S=1T =0) = P(X1 =1]Y_X;=10) =

A szamlalo

PX1=1) X1 =0)=P(X1 =1, X;=L—1)=P(X; = 1)P,O_X; =(—-1).
=2

i=1 =2

A nevezonél pedig azt hasznaljuk, hogy > | X; ~ NegBin(n,p). Tehat

B = )R, X =01 p( )" (=) -1

V(g) — > _ 77,—_2 _ .
PR Xi=1) (e =pyt= -1
-1
Azaz U=V, Xi) = # lesz az S blackwellizaltja (megmutathato, hogy ez hatasos becs-
i=1<Yi

lés). m
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5.1. Feladat. Legyen X; ~ Poisson()\), keressiink j6 torzitatlan becslést ¥()\) = e~*-ra blackwellizal4s-
sal!

Els6 otlet: e, de belathato, hogy ez nem torzitatlan.

Vegyiik észre, hogy e™* = Py\(X; = 0), azaz S = I(X; = 0) j6 lesz. Tovabba T = """ | X; elégséges.

E\(S|T = ) = P\(X; = 0] En:XZ- —0) =

i=1

e e—(n—l))\ . ((n—e})k)é _ < 1)4

1— =
efn)\ . (n;!‘)e n

Felhasznaltuk, hogy > """, X; ~ Poisson(n\) és .7 , X; ~ Poisson((n — 1)A). Azaz a megjavitott becslés:

|

5.2. Feladat. Legyen X; ~ Ind(p), keressiink jo torzitatlan becslést 1 (p) = p?-re blackwellizél4ssal!

Els6 otlet: Y2, de ez nem torzitatlan.
S=I(X1=1,X.=1),T=>",X,,

n n—2\, (-2 n
p-p-()p 2 =p)" e —1)
E,(S|T=0)=Py(X1 =1, X =1| > X;=10) = = ,
’ ’ i=1 ' (7)1 —p)n=* n(n—1)
X; X, —1
azaz a megjavitott becslés V = Zn . Zn —1

5.2. Tapasztalati becslés

A tapasztalati becslés azt jelenti, hogy az elméleti eloszlas valamely jellemzGjét a tapasztalati eloszlas
megfeleld jellemzgjével becsiiljiik. Ezek a becslések altalaban konzisztensek, mivel a tapasztalati eloszlas-
fliggvény tart az elméletihez. A kovetkezs tablazatban tapasztalati becslésre latunk néhany példat.

Jellemz6 Elméleti eloszlasé Tapasztalati eloszlasé
varhato érték E(X) Iyt Xi=X
szorasnégyzet D?(X) 3 (X - X)P =52
terjedelem sup{z|F(z) <1} —inf{z|F(z) >0} X —x™
eloszlasfiiggvény F(z) = P(X < z) Lyt I(X; <) =F,(2)

5.3. Maximum likelihood becslés

5.1. Definicié. Legyen X, ..., X;, minta Fy eloszlasbol, ¥ € ©. Ekkor a
¥ maximum likelihood (ML) becslése ¥, ha L, (X;9) = max{L, (X;9) : ¥ € ©}.

Lehet, hogy ilyen nem létezik, vagy nem egyértelmd. Ha L, (X;4) "elég sima", akkor a kovetkezst szokas
csinalni: % In L, (X;9) = 0 likelihood egyenlet megoldéasat keressiik.

5.3. Példa. X; ~ Exp(\). L,(X;\) = [[IL, e ™ = Ane™ XX InL,(X;)) = n-InXx — AY X,

1 N 1
%MLH(X;)\):%—ZX“ ez akkor 0, ha A\ = j,azaZ/\=7. ]

n —
> X X
5.4. Példa. X; ~ Egyenletes(d,9 + 1). L,(X;0) = (9 < X; < 9+ 1,¥) ()" = 1(9 < x™, x{M <

¥+ 1). Ennek a fiiggvénynek a maximumhelye nem egyértelmi, minden Ve [Xfl") -1,X fn) érték ML
becslés. m
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5.2. Tétel. Ha létezik ML becslés, akkor az megadhaté a T elégséges statisztika fiiggvényeként.

Bizonyitas. A faktorizacios tétel alapjan L, (X;9) = h(X) - g9(T(X)), ahol h(X) nem jatszik szerepet a
¥ szerinti maximumbhely keresésében. Azaz a maximumhelyek halmaza csak T(X)-t6l fiigg. m

5.3. Tétel. Legyen X1, ..., X,, minta az Fy eloszlasbol, ¥ ML becslése pedig 9. Ekkor w(ﬁ) ML becslés
P(¥)-ra.

Bizonyitas. Legyen in(gr;z/z) = sup{ Lp(z;9) | ¥ (¥) = 1~p} az indukdlt likelihood fiiggvény. Definicio
szerint ¥ (¥) ML becslése L,,(x;%) maximumbhelye t-ben. L, (z;v) < L, (x;0) és L,(x; ¥ (V) = Ly (z;9).
Tehat L, (z;(J)) = max, {En( ,¢)} n

A ML becslés altalaban nem torzitatlan. Azonban a kovetkezG tétel szerint bizonyos erds feltételek

mellett a ML becslésnek ,,jo” aszimptotikus tulajdonsagai vannak. Ez az egyik oka annak, hogy ez a
modszer a legelterjedtebb a gyakorlatban.

5.4. Tétel. Bizonyos (erds) regularitasi feltételek mellett elég nagy n-re a ¥, ML becslés létezik,
konzisztens,

a) aszimptotikusan normalis eloszlast: /n - (9, — ) — N(m(9),0(9)) eloszlasban (n — co).

b) aszimptotikusan torzitatlan: m(¥) = 0.

¢) aszimptotikusan optimalis: o2(9) = INCE

5.5. Példa. X; ~ E(a,b), adjuk meg a paraméterek ML becslését!
n

1
L,(X;a,b) = (b—a) -I(a < X; <b Vi), azaz a legkisebb olyan [a, ] intervallumot keressiik, amely

mindegyik megfigyelést tartalmazza. Azaz ¢ = X{n), b=x{". m

5.6. Példa. X; ~ N(m o), adjuk meg a paraméterek ML becslését!
L Gmm? 1 \" 1 £ (X —m)?
X m, 0’ = | —— — e 202 ,
H 210 (\/ 27r) on

1" )2
WLy (Xim,o)=In (——) —nlno— 2=Xi—m
V2 202

A likelihood egyenlet most két egyenletbdl all:
X; —m)?
2L, (X;m,0) = 2 (Xi —m)* —0,
o
n 2 Z(XZ - m)2

ol . — =
70_111[1 (X,m,a)——;—T—O B
1) SXi=n-m = m=x2X=X
2
(2) TEi-mP=n-o® = of=2Cm .
2

5.4. Momentumok mobdszere

Ezt a moédszert akkor szokas alkalmazni, ha sok ismeretlen paraméter van, és a ML becslést nehéz
kiszamitani. Az eljaras a kovetkezd.
Eljaras
1) Az eloszlas £. (elméleti) momentuma: j, = Ey(X})
Felirunk annyi momentumot, amennyi meghatarozza az eloszlast.
2) Kifejezziik az ismeretlen paramétereket a momentumok segitségével.
n

3)  Ey(X!) helyébe %ZXf—et irunk (ezek a tapasztalati momentumok).
i=1

5.7. Példa. Legyen X; ~ E(a,b).

a+b b—a)® ath 2
M1:Ea,b(Xi):TaM2:Eab(X) ng(Xi)ﬂLEa,b(Xi)Z:( 12) +( 2 )
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o =te—p = b-a = 120 — pd)
b = /32— i)
a = =32 —p3)

a:Y—V&%zxf;fﬁzf—¢$mézf+¢wﬁgw—XﬂY+me-
5.8. Példa. Legyen X; ~ E(—a,a).
/,61 = Ea(Xi) = 0 )
a
po = Eqo(X7) = 3 T e=Vi
3.1 X2

a

5.5. Intervallum becslések

Eddig ugynevezett pontbecslésekkel foglalkoztunk, azaz a paramétert (vagy annak fiiggvényét) egyetlen
értékkel becsiiltiik meg. A pontbecslés bizonytalansagat a becslés szérasaval fejezhetjiik ki. Ha példaul
a becslésrsl belathato, hogy aszimptotikusan normaélis eloszlasi, akkor az igazi paraméter kb. 95%
valosziniiséggel a pontbecslés koriili 2-szords sugart intervallumban van. A becslésben rejlg bizonyta-
lansagot kifejezhetjiik gy is, hogy a paramétert nem egy értékkel, hanem egy intervallummal becsiiljiik.

5.2. Definicié. Legyen X = (Xi,...,X,,) minta Fy eloszlasbol, ahol ¥ valés paraméter. Azt mondjuk,
hogy a (T1(X), T>2(X)) intervallum legaldbb 1 — o megbizhatdsdgi szintd konfidencia-intervallum 9-ra (v6v-
iden KI(1 — «), ha

Py (Tl(X) << TQ(X)) >1—a WO

Mj: A KI pontos megbizhatdséagi szintje

Inf {Py(d € (T1,T2)) }-

5.5. Tétel. Ha (T1,T2) KI(1 — a) d-ra, akkor (S7,S2) KI(1 — «) v (1})-ra, ahol
Sy =inf {9 |9 e (T1,T2)} Sa=sup{yv@)|Je (11,T2)}.
]

Az egyik legfontosabb (és legszebb) eset a normalis eloszlas varhato értékére KI konstrualasa, ismert
vagy ismeretlen szoras mellett. Nézziik meg ezeket!

5.9. Példa. Legyen X; ~ N(u,0), ahol o ismert, p ismeretlen. Adjunk p-re KI(1 — «)-t!
X —p

Kiindulasként vegyiik észre, hogy X ~ N (i, ﬁ), azaz \/n - ~ N(0,1). Ezért

P( 'u‘<u§>:1—a,

ahol u,, az az érték, melyre ®(u,) =1 — «, ezt tablazatbol nézhetjik ki.

X —

NCE

1 ‘ 1
—Ux U

Ebbél megkaphatjuk a KI alsé és felsS hatarét:
Vo= — O Ua . 0 -U« . 0 -U«
T X —pl<ue = | X —pul< L= X ——=—<u<X z,
Azaz kaptuk, hogy
nn=x-2"% g7,-x472 %
1= \/ﬁ ’ 2 — \/ﬁ .
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Ha a o szérds nem ismert, akkor nehezebb dolgunk van. A megoldashoz meg kell ismerniink két j
eloszlast, a y2-eloszlast és a t-eloszlast.

5.3. Definici6. Legyenek X, ~ N(0,1) fliggetlenek, és Y = Z X?2. Az Y valoszintiségi valtozo eloszlasét
i=1

n szabadsdgfoki khi-négyzet eloszldsnak nevezziik, jelolés: Y ~ y2. Tovabba VY eloszlasat n szabadsdgfoki

khi eloszldsnak nevezziik, jelolés: VY ~ x,.

Kénnyt 14tni, hogy ha Y ~ x2, akkor E(Y) = n és D*(Y)) = 2n. A khi-négyzet eloszlas stiriiségfiiggvénye
is kiszamolhato, erre azonban nem lesz sziikségiink. Csak megjegyezziik, hogy n = 1-re a stirtségfiiggvény
\/%671/2, n = 2-re pedig az Fxp(1/2) eloszlast kapjuk. Ha n > 3, akkor a siirtiségfiiggvény egy darabig
monoton né, majd monoton csékken.

X
5.4. Definici6. Legyen X ~ N(0,1), Y ~ y,, fiiggetlenek. Legyen Z = \/n - v Ekkor a Z valoszintiségi

valtozo eloszlasat n szabadsdgfoki t eloszlasnak, vagy n szabadsdgfoku Student eloszldsnak nevezziik, jeldlés:
7~ ty.

A t, eloszlas stirtiségfiiggvénye is kiszamithato, de pontos alakjara nem lesz sziikségiink. Konnyen latszik,
hogy a stiriségfiiggvény szimmetrikus, azaz E(Z) = 0 (n > 1). Megmutathat6, hogy D*(Z) = -5
(n > 2). At, eloszlas n — oo esetén a standard normalishoz tart, de vastagabb a farka (strtségfiggvénye

nagy z-re kb. ¢,z (1),

Q VSzZ
tn(a)
5.6. Tétel (Fisher-Bartlett). Legyen X; ~ N(u,0). Ekkor X és S2 fiiggetlenek, és

I
2

n-S; 9
0_2 ~ Xn-1-

n-Sy - )2 . A%
= (V; - Y)%. Mivel az (Y; - Y)
g

i=1

Mj: Legyen X; ~ N(u,0), és Y; = (X; — p)/o. Ekkor

valészintiségi valtozok nem fliggetlenek, csokken a szabadsagi fok.
Mj: A mintaatlag és a tapasztalati szorasnégyzet fiiggetlensége karakterizdlja a normalis eloszlést.

5.10. Példa. Legyen X; ~ N(u, o), és most p, o ismeretlenek. Adjunk p-re KI1(1 — a)-t!
Legyen S} = \/ —L3(X; — X)? a korrigélt tapasztalati szoras. Ekkor a Fisher-Bartlett tétel szerint

X —p

X -y Vn ~ N(0,1)
. =vn—-1- g ~tp_1.
V=g " Vn—1-S; !
—— ~Xn-1
o
Azaz o
X —pu Q@
ebbdl a KI S b1 (%) S b1 (%)
- n tn—1{3 = n ‘n—1\y
1 Jn 2 + Jn
]

5.11. Példa. Legyen X; ~ Ind(p). Adjunk p-re hozzavetsleges (aszimptotikus) KT(1 — «)-t!
Kiindulasként vegyiik észre, hogy X jo becslés p-re, és X ~ N (p, \/p(ln_p)>, ha n elég nagy.
_X-p

p(1=p)

NG

NG zN(O,l):>P<p(l_p)

-’X—p’<ug> ~1-—o.
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A zarojelben allo egyenlétlenséget kell most p-re atrendezni. Mas modszer: a nevez6ben 1évs p helyébe
X-et irunk, és a

egyenlGtlenséget rendezziik 4t. m
5.3. Feladat. Legyen X; ~ Exp(\). Adjunk hozzavetsleges KI(1 — a)-t A-ral

5.4. Feladat. Egy cukorgyarban kockacukrokat gyartanak. Tegyiik fel, hogy a cukrok milliméterben
kifejezett élhosszisaga kozelitSleg normaélis eloszlast. 16 darab cukor élhossziisdgat megmeérve, a kovetkezd
adatokat kaptuk:

10.10 894 9.61 10.00 10.42 10.33 10.68 9.25

10.32 10.26 10.32 10.74 9.98 10.23 9.88 9.89

Az adatok atlaga 10.06, tapasztalati szorasa 0.46.

(a) Adjunk az élhossz m varhato értékére K1(0.95)-t, ha tudjuk, hogy a szoras o = 0.5.

(b) Adjunk KI-t m-re, ha a szoras ismeretlen!

(c) Ismert és ismeretlen szoras mellett is adjunk K 1(0.9)-t m3-re, azaz egy ,Atlagos” kockacukor térfogatéra
(ami nem egyenld a kockacukrok atlagos térfogataval)!

6. Statisztikai probak és josaguk

A statisztikai proba olyan eljaras, mellyel eldontjiik, hogy a megfigyeléseink alapjan egy elGzetes
feltetelezéstink (hipotézisiink) tarthato-e, vagy a megfigyelések ellentmondanak a feltételezésnek. Néz-
ziink egy példat!

Tegyiik fel, hogy egy gyarban mindségellendrzést végziink, azaz megvizsgaljuk, hogy a gyartott ter-
mékek minGsége megfelelG-e. ElGzetes feltételezésiink szerint a gyartasi folyamat rendben van, azaz a
termékek legfeljebb 5%-a selejtes. A feltételezés ellendrzéséhez 25 véletlenszertien vélasztott terméket
megvizsgalunk, és ha legfeljebb 3 selejtes van koztiik, akkor a feltételezést elfogadjuk. Ellenkezé esetben a
feltételezést elvetjiik. Kérdés, hogy jo-e ez az eljaras?

Mivel dontésiink egy véletlenszertien valasztott mintara épiil, teljes bizonyossaggal nem tudjuk eldon-
teni, hogy a feltételezésiink helyes-e. Kétféle hibat kovethetiink el:

Ha igaz a feltételezés, mégis elutasitjuk, akkor elsdfaju hibdt vétink,

Ha nem igaz a feltételezés, mégis elfogadjuk, akkor mdsodfaju hibdt vétink.

Mekkora ezen hibdk valoszintsége? Kiszamitasdhoz az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy a mintét
visszatevéssel vessziik. Tovabba jelolje p a selejtaranyt.

Elgszor tegyiik fel, hogy a feltételezés igaz, azaz p < 0.05.

25

25
P, (els6faji hiba) = P,(> 4 selejt) = Z <k )pk (1 =p)*k,
k=4

Ez a valészintiség akkor a legnagyobb, ha p = 0.05, igy az els6faju hiba valészintisége legfeljebb

a= sup P,(>4 selejt) = Pyo5(> 4 selejt) = 0.034.
p<0.05

Most tegyiik fel, hogy a feltételezés hamis, azaz p > 0.05. A méasodfaji hiba valosziniisége

3

' 25 _
P,(< 3 selejt) = Z (k )pk S(L=p)»F,

k=0

példaul ha a selejtarany p = 0.1, akkor 0.763 valosziniiséggel fogjuk a feltételezést tévesen elfogadni.
Definidljuk most formélisan az alapfogalmakat!
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6.1. Definicié. Legyen (9,.A,P) paraméteres statisztikai mezs, tehat P = {Py : ¢ € ©}, ahol © a
paramétertér.
Hipotézisek:
nullhipotézis: Hy: ¢ € O
ellenhipotézis: Hy : 19 € O,
ahol © = ©¢ U O; a paramétertér diszjunkt felbontasa (09 N O = ().
Minta:
X = (X1, ..., Xp) vektorvaltozo (legtobbszor fiiggetlen, azonos eloszlasi),
lehetséges értékeinek halmaza az X mintatér.
Statisztikai proba:
elfogadasi tartomany: X,
kritikus (elutasitéasi) tartomany: Xy,
ahol X = X, U X}, a mintatér diszjunkt felbontasa (X, N Xy = 0).
Ha X € X, akkor Hy-t elfogadjuk, ha X € &}, akkor Hy-t elutasitjuk.

Az bevezets példaban © = [0,1], ©¢ = [0,0.05], ©; = (0.05,1]. A minta: X = (X,..., Xo5), ahol
X; =1, ha az i-edik kivalasztott termék selejtes, X; = 0, ha az i-edik kivalasztott termék hibatlan. Azaz
X ={0,1}?5. A prébat meghatarozé tartomanyok:

25 25
Xe:{xeX:ingi’)}, Xk:{meX:Zacizél}.
i=1 1=1

Nagyon fontos, hogy a két hipotézis szerepe altaldban nem egyenrangt. Az alapfeltevést csak nagyon
indokolt esetben szeretnénk elutasitani, ezért az els6faju hiba sulyosabbnak szamit, mint a masodfaju. Az
els6faju hiba maximalis valdszintségét szokas megadni, emellett természetesen a masodfaji hiba esélyének
minimalizasira toreksziink. Ebbdl kifolydlag a dontések értelmezése is kiillonbo6zé:

Hy-t elfogadjuk: nem jelenti azt, hogy igaz, csak azt, hogy nincs okunk elutasitani.
Hy-t elutasitjuk: komoly bizonyitékot talaltunk arra, hogy Hy nem igaz.
Peéldaul egy 1) gyogyszer vizsgalatnal a gyogyszer hatasossédgéra keresiink bizonyitékot, ezért a hipotézisek:
Hy: a gybégyszer nem hatéasos,
H,: a gyogyszer hatésos.
Folytassuk a definicidkat!

6.2. Definici6. Elséfaju hiba: H igaz, mégis elutasitjuk. Ennek valoszintsége: Py(X € X)) ¢ € Oy.
A proba terjedelme:
a = sup Py(X € Ay).
YEBq
Maésodfaja hiba: Hp hamis, mégis elfogadjuk. Ennek valoszintsége: Py(X € X.) ¥ € ©;. A proba
er6fiiggvénye:
ﬂ(ﬂ) =1- Pﬁ(X S Xe) = Rg(X € Xk) ¥ € Oy.

Masképp (1) a proba ereje a Hy : ¥ = 11 ellenhipotézissel szemben.

Ha egy probasorozatot vizsgalunk, azaz minden n mintaelemszamra van egy (X7, A7) tartomanyokkal
definialt probank, akkor ezt jelolhetjiik a terjedelemben és az eréfiiggvényben is: « helyett au,-t, 0 helyett
Br-t irhatunk.

6.1. Példa. Legyen X ~ E(—t,1+ 2t) egyetlen megfigyelés, ahol ¢ > 0 ismeretlen.

Hy : t =0 (egyszert hipotézis — O egyelemi halmaz — nem kell sup a terjedelemben)

Hi : t >0 (0sszetett hipotézis — O tobbelemi halmaz).

A proba: X, = (0.1,0.85), (¥ =R).
a=P(XeX)=1-P(XeX)=1-F(01<X<0.85)=1-0.75=0.25.

E

erSfiiggvény: B(t) = Pi(X € &) =1 - P(0.1 < X <0.85) =1 — &5
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B(t)

10
1l
2

1]
4

™t
kis t-re kicsi nagy t-re nagy

a préba ereje

Mikor j6 a proba?

1) Torzitatlan:  a proba ereje legalabb akkora, mint a terjedelme:
B >a VI e O;.

2) Erés: Az (X., Xy) proba egyenletesen erGsebb, mint a (X, X]) proba, ha
B) =Py(X € X)) >0 (W) =Py(X e X)) VIe0O;.

3) Konzisztens: Az (X7, A7) legfeljebb o terjedelmi konzisztens probasorozat, ha
(terjedelem) a,, < @ Vn és
Ba() =31 W€ 0.

6.3. Definicié. A (X., X)) proba egyenletesen legerGsebb, ha minden maés, legfeljebb ekkora terjedelmi
probanal egyenletesen erésebb.

Az egyenletesen legerGsebb préba olyasmi a hipotézisvizsgilatban, mint a hatasos becslés a becslés-
elméletben. Tlyen probat altaldban nem konnyt konstrualni. Arra az esetre viszont tudunk egyenletesen
legerésebb probat adni, ha két egyszeri hipotézis k6zott kell donteni. Ehhez sziikségiink lesz a véletlenitett
proba fogalméra. Eddigi probak masképp megfogalmazva: Legyen ¥ : X — {0,1} egy fiiggvény. Ha
x € X-et figyeljiik meg, akkor W(x) valoszintséggel utasitjuk el Hy-t. Ekkor:

Xe={2|¥(z)=0}
Xe={z|¥(x)=1}

6.4. Definici6é. Véletlenitett proba: Legyen ¥ : X — [0, 1] egy fliggvény (ennek neve probafiiggvény).
Ha x € X-et figyeljiik meg, akkor W(x) valoszintiséggel utasitjuk el Ho-t.

Szamitsuk ki véletlenitett proba esetén a hibavaloszintiségeket (mondjuk diszkrét esetet véve)!

Py(Hy-t elutasitjuk) = Y~ W(x)Py(X = x) = Ey(¥(X)).

Igy a = supyee, Eo(¥(X)), és B(¥) = By(¥(X)) (¥ € O1).

6.1. Tétel. (Neyman-Pearson lemma) Legyen Hj és H; két egyszeri hipotézis:
Hy : 9 =Y, vagy masképp: a minta likelihood-fiiggvénye L,,(0; x)
Hj : 9 =94, vagy méasképp: a minta likelihood-fiiggvénye L, (1; ),

™~

n(1,2)

1 ha Ln§0'-’t; >c
ahol X egy n elemi minta. Tekintsiik a kivetkezd probafiiggvényt: U(z) = ¢ v ha é”ﬁ(l)fig =c . Ekkor
L,(l,z
0 ha Tofom) <€

1) Minden 0 < « < 1 esetén létezik ¢ és v, hogy a ¥ proba terjedelme pontosan «
2) A U proba egyenletesen legerdsebb az Gsszes < « terjedelmi proba kozott (és lényegében egyértelmii).

Bizonyitas.
1) Legyen YV = ingég Ekkor a proba terjedelme

a=PRY >c)+7- PBY =c)=1-PFy(Y <c¢c)+v-F(Y =¢),
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azaz 1 —a = Py(Y < ¢)—v-Py(Y = ¢). Ha van olyan ¢g, melyre Py(Y < ¢y) =1—a akkorac=cg, vy=0

valasztas jo lesz. Ha nem létezik ilyen cg, akkor is van olyan cg, melyre Py(Y < ¢p) <1—a < Py(Y < ¢).

Ekkor legyen

Po(y S CO) — (1 — a)
Po(Y = co)

2) Legyen ¥’ egy masik proba probafiiggvénye. A feltevés szerint Eg(¥/(X)) < a = Eo(V(X)). Azt
kell belatni, hogy az erékre E; (¥ (X)) < E1(¥(X)) all fenn. Tegyiik fel, hogy a minta abszolat folytonos
eloszlast, ekkor L, (1;x) = fn.1(x), ahol f,.1(x) a minta egyiittes strtségfiggvénye a Hy mellett, hasonloan
L, (0;z) = fn.o(x), ahol f.0(z) a minta egyiittes striségtiggvénye a Hy mellett. Megmutatjuk, hogy

c=cy, V= 0<y <),

/ (W) = (@) (fant () = o+ fuo(w) do > 0. (1)

Ugyanis, ha f,.1(x) — ¢ fano(z) = 0, akkor az integrandus nulla. Ha fpn.1(z) — ¢ fao(z) > 0, akkor
U(x) =1, viszont ¥'(z) < 1, igy ¥(z) — ¥'(z) > 0, tehat az integrandus > 0. Ha f,,.1(z) — ¢ fr.o(z) <O,
akkor ¥(z) =0, igy ¥(x) — \I/ (x) <0, tehat az integrandus megint > 0. Az (1) integralt szétbontva,

0= / W o~ / Ly a— / oot / ' fro = Ey((X)) ~ By (¥'(X)) — - Bo(W(X)) +c- Eo(¥'(X)).

Atrendezve kapjuk, hogy
E(¥(X)) - Ey(P/(X)) = ¢ [Eo(¥(X)) — Eo(¥'(X))] = 0.

[

A préba neve: likelihood-hényados proba. Véletlenitésre altalaban csak diszkrét mintak esetén van
sziikség, hogy a teljes terjedelmet ki tudjuk hasznalni, és egyuttal noveljiikk az erét. Ennek inkabb
elméleti, mint gyakorlati jelentGsége van. Megmutathato, hogy (fliggetlen, azonos elemii mintékra) a
proba konzisztens, mivel 3, > 1 — ¢", ahol ¢ a két likelihood fiiggvénytdl fliggs (egynél kisebb) konstans.

6.2. Példa. Egy érmével kétszer dobunk. Hy : P(fej) = %, H, : P(fej) = %. A mintatér: X =
{FF,FI,IF, 11}, és arovidség kedvéért jelolje a likelihoodokat L és L. A likelihoodok, illetve likelihood-
hanyadosok tablézata:

FF FI IF II

I, L 5 5 »
1 36 36 36 36
Lol ¥ T T 1
0 4 4 4 4
Ly 1 3 5 25
Lo 9 9 9 9

Legyen el6szor o = 0.25. A Neyman-Pearson lemma alapjan olyan v, ¢ part keresiink, melyre a ¥ (z) =

1 ha % >c
~v ha % = c proba terjedelme o, azaz 0.25 =a =1- Po(f—é >c) - Po(f—; = ¢). A terjedelmet ugy
0 halt <

Lo

szedjiik Gssze,” hogy a legnagyobb likelihood-hényadostol, 25/9-t6] indulunk. Latszik, hogy ¢ € (3,22) j6
lesz, és véletlenitésre nincs sziikség (v = 0), tehat IT esetén Hp-t elutasitjuk, minden més esetben Hy-t
elfogadjuk.

Ha most o = 0.3, akkor tovabb kell menni. Ha g <c < 295, akkor az els6faj1’1 hiba 0.25 < 0.3 ha
viszont % <c< g, akkor az elséfaji hiba 0.25 + 0.5 > 0.3. Tehét ¢ = 9, és a megoldando6 egyenlet:
0.25 4+ v - 0.5 = 0.3, amib6l v = 0.1. Tehat I esetén Hyp-t elutasmuk, FF esetén Hy-t elfogadjuk, IF

vagy F'I esetén véletlenitiink: Hy-t 0.9 valésziniiséggel elfogadjuk, 0.1 valészintséggel elvetjiik. Mekkora

a proba ereje?
I L 25 10 26
b=h (LO C) Ty (LO C) 36 136 36

21



6.3. Példa. Egy urnaban 7 db golyobol k piros, 7 — k zold. Hy : k = 3, H; : k = 4. Harom golyé6t
kihazunk visszatevés nélkiil, jelolje X a pirosak szamat a kihazottak kozott (X = {0,1,2,3}). Adjuk meg
az a = 0.2 terjedelmt likelihood-hényados probét!

() (%)

Lo(I): y Ll(CC) -
(3) (3)
Ezért a tablazat:
o 1 2 3
I, | L Z & Z
L|F BB ¥
| 35 35 35 35
Ly [ 1 2 3
Io | 4 3 2

Mivel 1/35 < 0.2, de 1/35+12/35 > 0.2, igy ¢ = 3. Tovébba a 0.2 = 5=+~ 12 egyenletb6l v = 0.5. Tehét
ha legfeljebb egy piros golyot hazunk, akkor elfogadjuk a nullhipotézist, ha harom piros golyét htuzunk,
akkor elvetjiik a nullhipotézist, ha pedig két piros golyét htizunk, akkor véletlenitiink: 1/2 valoszintséggel
elvetjiik, 1/2 valoszintséggel elfogadjuk a nullhipotézist.
A préba masodfaju hibaja:

12 1 18 22

. 1
1 — 8 = Pi1(Hp-t elfogadjuk) = T + % + 3 3 =3

6.4. Példa. Legyen X ~ Exp()\) egy villanykorte élettartama (években kifejezve). Hp: A\ =
. Adjuk meg az o = 1/8 terjedelmi likelihood-hanyados probét!
Most X = (0,00). A siirtiségfiiggvények és hanyadosuk:

,Hll/\

Ll (l‘)
’ Lo(l‘)

(NI

1
Lo(w) = 5e7*",  Ly(x) = ge #*

wlg
Il
Wl
Q]
olg

2
=—e
3

Mivel a minta folytonos eloszlasi, véletlenitésre nem lesz sziikség. Kell tehéat:

3
1 2 3 3 c 2
a = 3 =P <3e)6( >c> =P <X>61n2c) =1-—Fy (611120) —e 3% _ <30) .

Ebbél pedig ¢ = %. Megkaptuk tehat c-t, de igazabol nem ez a fontos, hanem az, hogy mikor utasitjuk el
a nullhipotézist. A szamitas masképp:

1 2
04:8:P0(3e)é>c):P()(X>d):1—F0(d):e_‘7

(SEY

amibdl d = 61n2 = 4.16. Tehat akkor utasitjuk el a nullhipotézist, ha a villanykorte tovabb él, mint 4.16
év.

Mj.: a kapott préba egyenletesen legerdsebb a Hy : A = %, Hy: A< % hipotézisvizsgalati feladatra, mivel
minden Hj : A = A\ (< %) egyszerd ellenhipotézisre ugyanez a proba a legerésebb. m

6.1. Feladat. Legyen 6t elemd mintank A\ paraméterd Poisson eloszlasbdél. Hy : A =2, H; : A = 1.
Adjuk meg az o = 0.05 terjedelmii likelihood-hanyados probat!

6.2. Feladat. Legyen n elemii mintdnk az N(m, 1) normaélis eloszlasbol. Hy : m =0, Hy : m = 1. Adjuk
meg az « = 0.05 terjedelm likelihood-hényados probat!
7. A normalis eloszlas paramétereire vonatkoz6 prébak

Az egyik leggyakrabban el6fordulé eloszlas a normalis eloszlas, melyet a varhat6 értéke és a szorésa
jellemez. Ezekre a paraméterekre hdrom tipusd probat tanulunk. Ezek a tipusok:

1. A varhat6 értékre vonatkozo proba, ha a szoras ismert — wu-proba.
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2. A varhato értékre vonatkozo préba, ha a szoras ismeretlen — t-proba.
3. A szorasra vonatkozo proba, ha a varhato érték ismeretlen (vagy akar ismert) — F-proba.

A probak ezen beliil még kiilonbozhetnek aszerint, hogy egymintasak vagy kétmintasak, illetve az ellen-
hipotézis jellege szerint (egyoldali vagy kétoldali ellenhipotézis). Ezek a probéak egyenletesen legerésebbek
a legfeljebb ekkora terjedelmi torzitatlan probak kozott.

Egymintés u-proba

Legyen X1, ..., X,, ~ N(m, o) ahol ¢ ismert, m ismeretlen.
A hipotézisek:
a)HO:m:mO )Ho:mgmo C)Ho:mZmo
Hy: m#mg Hi: m>mg Hi: m<mg
A probastatisztika:

X—mo

v N(©,1).

Ezért ha a kivant terjedelem «, akkor a kritikus tartomany:

u =
a

a) Xp = {Jul >us} b) X ={u>us} )& ={u< —ua}

ahol az ug kritikus érték olyan, hogy ®(us) =1 — 9, ezt a ®(x) fiiggvény tablazatabol keressiik ki.

Mj.: (2)-ben az a) esetben kétoldali, a b) és c) esetekben egyoldali ellenhipotézisrél beszéliink.
Hogy néz ki a proba erdfiiggvénye (kétoldali ellenhipotézisre)? Vezessiik be a A, (m) := T="2/n jeldlést.

Y—mo\/ﬁ

X —
>uc2x)1pm<uc21< mo\/’ﬁ<’u,62¥>

On(m) = P (lul > ug) = Pr <‘ o

1-P, (—ug < X — o I < u;) =1-P, (—ug —An(m) < u\/ﬁ <ug — An(m))
o o

1= ®(ug —Ap(m)) + @(~ug — Ap(m)) = @(~ug + Ap(m)) + @(~ug — A, (m)),

ahol felhasznéaltuk, hogy X;—mf ~ N(0,1). Az erdfiiggvény kapott képletébdl leolvashato, hogy
1) Bn(m) folytonos

2) Br_1(m) < Bn(m) (m # myg) és B,(m) =3 1 (a proba konzisztens)

3) Bn(m) > a (m # mg) (er6 nagyobb mint a terjedelem - a proba torzitatlan)

4) lim B,(m) =1

m—too
7.1. Példa. Legyen X1, ..., X165 ~ N(m,1) minta, melyre X = 0, 1. Hipotéziseink: Hy : m =0, H; : m #

0. @ = 0,1 terjedelem mellett szeretnénk dénteni.
Egymintas u-probat kell végezni, a kritikus érték:

095=1—2 =d(u

tabl.
B e = 1.65.
2 )=

N3
[N

A proébastatisztika: v = w\/l = 0.4. Mivel |0.4]| < 1.65, elfogadjuk Hy-t.
Keressiik most meg a legnagyobb terjedelmet, ami mellett még elfogadjuk Hy-t!

a:>a
2

u% =04 = @(U%):066:1_§

=034 = o =0.68.
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Kétmintas u-proba

Legyenek Xi,...,X,, ~ N(my,01) és Y1,...,Y,, ~ N(ma,o09) fiiggetlen minték, ahol 01,09 ismert,
mq, mo ismeretlenek.

A hipotézisek:

Hy: myp > mg

H02m1:m2 Hgsm1§m2
) Hi: mi <mg

2 Hy: my #mo Hy: my>msy ©) (4)

A proébastatisztika:

X-Y HON

2 2
o 4 %
ni n2

Tehat a kritikus tartoményok ugyanazok, mint egymintés esetben, azaz (3) adja meg Sket.

(0, 1).

u =

Egymintés t-proba

Legyen Xi,...,X,, ~ N(m,o) ahol m, o ismeretlen.
A hipotézisek: ugyanazok, mint az egymintas u-probanal (2).
A proébastatisztika:

Y—mo

t= '\/ﬁll_{‘?tn—17
Sn

abol 8} = /515 (X - X)2,
Jelolje a szbadsagi fokot f, tehat f=n — 1.
A kritikus tartomany:

a) X, ={[t| > t5(3)} b) X ={t > tp()} )X ={t < —ts(a)} (5)

ahol a t(6) kritikus érték olyan, hogy F(tf(6)) = 1 — 0, ha F jeloli az f szabadsagi foka t-eloszlas
eloszlasfiiggvényét.

A tp(5)-t és aty(a)-t a ,t-proba kritikus értékei” cimd tablazatbol keressiik ki, az oszlopok folott kell
figyelni arra, hogy egyoldali vagy kétoldali prébank van.

Kétmintas t-proba

Legyenek Xi,...,X,, ~ N(mi,0) és Yy,...,Y,, ~ N(ma,o) fliggetlen mintak, ahol mji,mo és o is-
meretlenek.

A hipotézisek: ugyanazok, mint a kétmintas u-probanal (4).

A probastatisztika:

B X-Y ni-ng - (n+n2 —2) H,
t= . T ~ tn1+n272~
\/(nl _ 1)5212 + (n2 _ 1)52222 ny N9

Jelolje a szbadsagi fokot f, tehat f =ny + no — 2.
A kritikus tartomany ugyanaz, mint az egymintas esetben (5).

Vezessiik le, hogyan jon ki a kétmintas ¢-prébéndl a probastatisztika. Egyrészt mi = mo esetén

— 1 _ :
X —Y ~ N(0,0%/n1 + 0% /ny), azaz —(X —Y e
o ni + no

~ N(0,1).

Miésrészt teljesiil, hogy
1 * 2 * 2
0,2 (nl - 1)577,1 + (n2 - 1)5’!12 :| ~ X?llfl+n2717
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mivel a tagok kiilon-kiilon Xiﬁl illetve X%rl eloszlasuak, és fliggetlenek. Mivel pedig az el6z6 két
képletben felirt valoszintiségi valtozok fiiggetlenek is, hanyadosuk a szabadsagi fok gyokével beszorozva
valéban t eloszlasu lesz.

Mj.: Ha a két minta szérasa szignifikinsan kiilénbozik, akkor a fenti probat kissé modositani kell, ezt
vagy szintén t-probanak, vagy Welch-probanak hivjak. A moédositas abbol all, hogy most a probastatisztika

X-Y Ho
t= w2 w2 ~ tf’
Snl + Sn2

ni n2

ahol az f szabadsagi fok
(91 +92)°
9%_1 4+ 9

ny

f=

és g; = S;;f/ni. Ha f nem egész, akkor kerekitjiik.
A szérésra vonatkozé probahoz sziikségiink lesz az F' eloszlésra.

7.1. Definicié. Ha X f; szabadsagi foki, Y pedig f» szabadsagi foki, egymastél fiiggetlen, x? eloszlast

valosziniiségi valtozok, akkor a Z = i/ f; valoszintségi valozo (fi1, fo) szabadsagi foka F-eloszlast, jel.

Fy, 1, Itt f1 a szamlalo szabadséagi foka, fo a nevezs szabadségi foka. (E(Z) = fz)fj2.)

Kétmintas F-proba

Legyenek X1,...,X,, ~ N(my,01) és Y1,...,Y,, ~ N(mg,o0s) fliggetlen mintdk, ahol mq, mo és 01,09
ismeretlenek.
A hipotézisek:
a)H()ZUl:UQ )H()ZO'lSOQ C)HO:01202
H,: o1 # 09 Hi: 01> 09 Hi: 01 <oy
A proébastatisztika:
Sk 2

F

Hy

= ~ Py 1na—1-

% 2 ni ,Mn2
S,

Jelolje a szbadsagi fokokat f; =n; — 1 és fo =ny — 1.

A kritikus tartomany:

a)Xy, ={F < Fy, r,(1 = 5) vagy F' > Fy, 1,(5)} 0)&k ={F > Fy, p,(a)} )X ={F < Fp, p,(1 - )}
(6)
ahol az FYy, ¢,(0) kritikus érték olyan, hogy G(F¥, 1,(0)) = 1 — 4, ha G jeloli az (f1, f2) szabadséagi foku
F-eloszlas eloszlasfiiggvényét.
A kritikus értékeket az ,,F-proba kritikus értékei” cimt tablazatbol keressiik ki.

A probastatisztika Hy melletti eloszlasa:

1 [ m-nsy®
S;‘; 2 ni—1 o3
F=2m— F

= ~
2 N nlfl,n271~
Sha® 1. ( <n21>5n;‘)

no—1 0%

A préba praktikusabb formaja kétoldali ellenhipotézisre:

1 1 1

S — < — ~ F , A t F ) 2 o
Frn(l—aj2) S F " Tfde GO Eh (a/2)

F<Fp (1 —a/2) < ==
Ttz Fr, (1= a/2)

Igy a kritikus tartoméany ekvivalens alakja:

1
X, = {F > Ff%fl(()é/2) vagy F > Ff17f2(a/2)}'
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A gyakorlatban hasznalt a-kra a kritikus érték 1-nél nagyobb, ezért elég F' és 1/F kozil a nagyobbikat

Osszehasonlitani a megfelel§ kritikus értékkel.
Sy %S ? c . . ..
A proba tehat: az F' = max q =1y, =2 } statisztikat hasonlitjuk Ossze vagy az F,, 1 n,—1(/2) vagy az

* 29 * 2
Sn2 Snl

Fry—1n,—1(c/2) kritikus értékekkel.

Egymintas F-proba (vagy x2-proba)

Legyen Xy,..., X, ~ N(m,o) ahol m, o ismeretlen.
A hipotézisek:

a)HO:a:oo )HO:USUO C)HO:UZUO
Hy: 0g#o0g Hi: 0>o09 Hi: o0<oy
A probastatisztika:
5*2 H
X =n-1)" ~ Xy
09

Jeldlje a szabadsagi fokot f =n — 1.
A kritikus tartomany:

a)X, = {x* <x3(1—5) vagy x* > x}(5)} D)X ={x*>xj(@)} )X ={x*<xj1-0a)},

ahol a X?p((;) kritikus érték olyan, hogy G(X?v((;)) =1-6, ha G jeloli az f szabadségi foki y2-eloszlas
eloszlasfiiggvényét.

A kritikus értékeket a ,,x2-proba kritikus értékei” cimi tablazatbol keressiik ki.

Ehelyett végezhetiink az

*2

2

Ho
~ anl,oo
99

F

statisztikira F-probét, azaz ekkor a kritikus tartomanyt (6) adja meg (az F,,_1 o eloszlés a x2_; eloszlas
atskalazott valtozata).

7.2. Példa. Kétféle altato (A és B) hatasossagat tesztelték 10 betegen. Az alabbi tablazat azt mutatja,
hogy az altaté mennyivel novelte meg a betegek éjszakai alvasidejét (6raban mérve).

Beteg sorszama | A altato | B altato | kiilonbség
1 1.9 0.7 1.2
2 0.8 -1.6 24
3 1.1 -0.2 1.3
4 0.1 —-1.2 1.3
5 —0.1 -0.1 0
6 44 3.4 1
7 5.5 3.7 1.8
8 1.6 0.8 0.8
9 4.6 0 4.6
10 3.4 2 1.2

Vajon van-e szignifikins kiilonbség a két gyogyszer hatasossiga kozott (o = 0.01 terjedelem mellett)?
Hipotézisek: Hy : my = mg, Hy : m1 # mo. A két minta azonban nem fiiggetlen, mert ugyanazokon a
betegeken probaltak ki mind a két gyogyszert. Vegylik ezért az A — B kiilonbséget, és teszteljiik egymintés
t-probaval a Hy : m = 0, Hy : m # 0 hipotéziseket!

Sr =123, X =158, t= X;l”“ n = 4.06. A kritikus érték: t9(0.005) = 3.35, igy, mivel |4.06] > 3.35, a
nullhipotézist elvetjiik, azaz a kot gyogyszer hatasossaga kozott szignifikans kiilonbség van.

Tegyiik most fel, hogy a két gyogyszert mas-mas 10 betegen tesztelték (de tovabbra is a fenti tablazat
adatait hasznaljuk). Ekkor a két minta fiiggetlen, kétmintds t-proba végezhets. X = 2.33, Y = 0.75,
5’1’32 =4, SEQ = 3.8. A kétféle gyogyszer hatasadnak szorasai feltételezhetSen egyenlGek, de ellendrizhetjiik
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is F-probaval: F' = 1.1, mig a kritikus érték Fy ¢(0.025) = 4.03. A t-proba probastatisztikaja:

= = 1.78.

X-Y \/10.10.(10+10—2)
V(10— 1)832 + (10 - 1)S37 1010

A kritikus érték ¢15(0.01/2) = 2.89. Mivel |1.78| < 2.89 elfogadjuk Hy-t, azaz nincs ra bizonyiték, hogy az
egyik gyogyszer hatasosabb a mésiknal. m

8. x? probak
8.1. Tétel. (biz. nélkiil) Legyen A;, Ao, ..., A, teljes eseményrendszer, jel. P(4;) = p;. n darab fiiggetlen
megfigyelésbdl jelolje v; az A; esemény gyakorisagat. Ekkor a

=) s .L.pi)Q

n
i=1 pi

valoszintségi valtozo n — oo esetén az r — 1 szabadsagi foku x? eloszlashoz tart (eloszlasban). Al-
talanosabban, ha a p; valészintségek s(< r — 1) db ismeretlen paramétertsl fiiggenek, akkor jeldlje p; a
paraméterek ML-becslését. Ekkor a

i=1 e pl
valészintiségi valtozdé n — oo esetén az r — s — 1 szabadsagi fokt x? eloszlashoz tart (eloszlasban).

A tétel alapjan aszimptotikus proba végezhets, ami azt jelenti, hogy a proba terjedelme kozelitGleg o lesz,
ha n elég nagy.

x2-proba (tiszta eset)

Legyen Aj, Ao, ..., A, teljes eseményrendszer.
A hipotézisek:
H(]Z P(Az):pz 2'21,...,7‘, H1 : di: P(Al)#pl

n darab fiiggetlen megfigyelésbdl jelolje v; az A; esemény gyakoriségat.
A proébastatisztika:

s

2
vi—n-p;)° H
X2 = E 7( ‘ J ~ X72~—1'

- b
Jeldlje a szabadségi fokot f =1r — 1.
A kritikus tartomény:

X ={x* > x}(a)}, (7)
ahol a x7(9) kritikus érték olyan, hogy G(x7(d)) = 1 — 4, ha G jeldli az f szabadsagi foku x*-eloszlas

eloszlasfiiggvényét.
A kritikus értékeket a ,,x2-proba kritikus értékei” cimi tdblazatbol keressiik ki.
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Vegyiik észre, hogy a kritikus tartoméanyba a probastatisztika azon értékeit tettiik, melyek az ellen-
hipotézis esetén fordulnak inkabb els, azaz a nagy értékeket.

x2-proba (becsléses eset)

Legyen Aq, Ao, ..., A, teljes eseményrendszer.
A hipotézisek:

risdgat, valamint legyen 9 a 9 paramétervektor ML becslése, és p; = p;(¥).
A probastatisztika:
r 52
2 (vi —n-pi)” Hy ,
X = =~ Xp_s—1-
Z n-p; r—s—1

=1
Jelolje a szabadsagi fokot f=r —s — 1.
A kritikus tartomany: (7), azaz ugyanaz, mint az el6bb.

ahol U egy s dimenzi6s paramétervektor. n darab fiiggetlen megfigyelésbdl jeldlje v; az A; esemény gyako-

Mj.: Mivel a préba aszimptotikus, vigydznunk kell arra, hogy a minta elemszdma elég nagy legyen. Pl.
megkovetelhetjiik, hogy az Gsszes vart érték (np;, ill. np;) legalabb 5 legyen. Ha ez nem teljesiil, akkor a
kis vart gyakorisdgokkal rendelkez§ eseményeket Gsszevonjuk.

8.1. Illeszkedésvizsgalat

Khi-négyzet probaval ellenérizhetjiik, hogy egy minta egy adott eloszlasbél szarmazhat-e. Mivel a
khi-négyzet probaban egy véges teljes eseményrendszer szerepel, a prébat inkabb diszkrét eloszlasok
illeszkedésének vizsgdlatdhoz szokas hasznalni. Mindenesetre a feltételezett eloszlas értékkészletét véges
sok csoportra kell osztanunk, hogy a prébat elvégezhessiik.

8.1. Példa. Kockaval dobunk. Nullhipotézisiink: Hy : a kocka szabalyos, azaz P(A;) = %; i1=1,...,6.
A megfigyelt gyakorisagok tablazata (n = 60):

értekek | 1 2 3 4 5 6
v, | 8 7 14 12 10 9
n-p; |10 10 10 10 10 10

A probastatisztika:
. (8—10)*  (7-10)*  (14—10)*  (12—-10)* (10—-10)*>  (9-10)*
R U R T T S TV S T RS T R

A kritikus értek (f = r —1 = 5): x2(0.1) = 9.24. Mivel 3.4 < 9.24, Hy-t elfogadjuk, azaz a kocka
szabélyosnak tekinthets. m

3.4.

8.2. Példa. 400-szor feljegyeztiik, hogy egy hibas kapcsold hanyadik probalkozasra gyujtotta fel a villanyt.
Hy: X; ~ Geo(p) valamilyen p-re. Az adatok:

1 2 3 4
v; | 324 57 14 b

— 1-32442- -14+4+-4-
A minta atlaga: X = 3241257+ 3 49 = 500 = §, ebbdl a paraméter ML becslése p = % =

400
0.8. A geometriai eloszlas pozitiv egész értékeket vehet fel, tehat a lehetséges értékek egy csoportositasa:
Ay ={1}, Ay = {2}, A3 = {3}, Ay = {4, ...}. A négy csoport becsiilt valoszintsége:

P =08, po=0.2-0.8=0.16, p3 = 0.22-0.8 = 0.032, pa = 1 — p; — po — p3 = 0.008.

A vart értékek tablazata tehat:

1 2 3 >4
n-p; | 320 64 12.8 3.2
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A probastatisztika:

=1.95.

,_ (324320 (57— 64)°  (14-128)°  (5-3.)°
XT3 64 12.8 392

A szabadségi fok: f =r—s—1=4—-1—-1 = 2. Ha a terjedelem a = 0.05, akkor a kritikus érték
X3(0.05) = 5.99, és mivel 1.95 < 5.99, igy Ho-t elfogadjuk. (Tulajdonképpen még a harmadik és negyedik
csoportot is Ossze lehetne vonni.) m

Ha a feltételezett eloszlas folytonos, akkor a teljes szamegyenest kell intervallumokra, illetve félegyene-
sekre bontani. Az intervallumok megvalasztasdhoz néhany jo tanacs:
1)Az intervallumok szdma ne legyen se tul kevés (nem elég erds a proba, a mintaban 1év6 informécié nagy
része elveszik), se til sok (a x? kozelités sériil).
2) Az osztopontokat ugy vélasszuk, hogy az intervallumok p; valoszintiségei kozel egyforméak legyenek.
Osszefoglalva, az illeszkedésvizsgalat 1épései:
1) Ha becsléses esettel van dolgunk, akkor a paramétereket megbecsiiljiik a mintabol ML modszerrel.
2) A lehetséges értékkészletet véges sok csoportba osztjuk (TER-t hozunk létre).
3) Kiszamoljuk a csoportok véart gyakorisagat.
4) Ha vannak kicsi (pl. 5-nél kisebb) vart gyakorisagok, akkor dsszevonunk csoportokat.
5) Kiszamoljuk a probastatisztikat, kikeressiik a szabadsagi foknak és a terjedelemnek megfelels kritikus
értéket.
6) Osszehasonlitva a kett6t, levonjuk a kovetkeztetést.

8.2. Fiiggetlenségvizsgalat

Két szempont szerint soroljuk osztalyokba a megfigyeléseket:
az 1. szempont szerint r osztaly van: Aq,..., A,
a 2. szempont szerint s osztaly van: By, ..., Bs.
Nullhipotézisiink: Hy : a két szempont fiiggetlen egymastol, azaz P(A; N Bj) = P(A;) - P(B;) minden
i, j-re. Az ellenhipotézis pedig az, hogy a két szempont Osszefiigg.

n darab fliggetlen megfigyelésbdl jeldlje v;; az A; N B; esemény gyakorisagat, valamint legyen v, = Z Vij
j=1
az A; gyakorisédga és v = Z vi; a B; gyakorisaga.
i=1
Két eset lehetséges aszerint, hogy az egyes szempontok osztalyainak valdsziniiségét ismerjiik-e.
A) eset (ritkabb): P(A;) = p; és P(B;) = ¢, ismertek. Mivel az {A; N B;} események r - s elem teljes

eseményrendszert alkotnak,
(vij —n - pig;)? Ho
eyl g
=1 j=1 pqu
B) eset: p;, ¢; nem ismertek. Ekkor elgszor megbecsiiljiik ket a mintdboél ML-moédszerrel:

Vie X Vej

Osszesen r — 1 darab p; paramétert becsiiltiink (mivel p, = 1 — Z::_ll p; mér adodik), és s — 1 darab g;
paramétert. Igy

Vielej

X —ZZ iy —npidy)* ZZ L ;.V.f s 22,

=1 j=1 e p q =1 j=1
ahol a szabadsagi fok: f=r-s—(r—14+s—-1)—1=(r—-1)(s—1).
Mj.: Legyen r = s = 2. Ekkor a probastatisztika egyszertibb alakra hozhato:

Xg _ n- (V11V22 - V12V21)2

VielV2eVe1Ve2
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Legyen ugyanis ;; = 2221 Ekkor

= - .

L, o~ N Vielel Viele2 Vie
V11 + V12 = Vie €S V11 + V12 = + — = (Vo1 + Ve2) = V1e-
n n n
Kaptuk, hogy v19 — #12 = —(v11 — 111). Hasonloan, vo1 — 091 = —(v11 — 911) €8 vag — Dag = 111 — D11-

Tehat a x? statisztika mind a négy tagjaban ugyanaz a szamlald, méghozza (négyzetreemelés elstt):

1 V1122 — V12Va1
V11 — Vi1 = Vi1 — ;(Vn +vi2) (Vi1 +vo1) = -

A ko6z0s szamlalo és n kiemelése utan marad:

1 1 1 1 n?

+ + + = :
VielVel VieVe2 V2ele1 V2ele2 VielVel1lV/2eVe2
A fentieket Gsszerakva, épp a bizonyitani kivant képletet kapjuk.
. — H . , L . . R
Mj.: Gyokot vonva, % ~ N(0,1), igy u-proba is végezhets. Akar egyoldali u-probat is
végezhetiink, ha az ellenhipotézis adott irAnyu Gsszefliggésre vonatkozik. (Pl.: Hy: a szemszin és a hajszin
fiiggetlen, Hy: a sz6kek nagyobb eséllyel kékszemitiek.)

8.3. Példa. 200 emberrdl feljegyezték, hogy széke-e, és hogy kékszemti-e.

| haj/szem [[ kék [ mas || |
sz6ke 30 | 20 50
mas 70 | 80 || 150
] || 100 [ 100 ][ 200 |

a) Fiiggetlennek tekintheté-e a hajszin és a szemszin (o = 0.05)7
A vart értékek tablazata:

[ haj/szem [| kék | més |
szke 25 | 25
més 75| 75

. I 200-(30-80—70-20)2
A probastatisztika: x2 = W = 2.67.
Szabadséagi fok: (2 —1) - (2 — 1) = 1, kritikus érték: x%(0.05) = 3.84.
Tehat a szemszin és a hajszin fliggetlennek tekinthetd.

b) Mondhatjuk-e, hogy a sz6kék kozott tobb a kékszemi (o = 0.05)7

) ¢ pi1. V/200-(30-80—70-20) _
A probastatisztika: 001005050 — 1.63.
A kritikus érték: ug g5 = 1.65.
Tehét a sz6kék kozott nem szignifikdnsan tobb a kékszemi (de majdnem :).

8.3. Homogenitasvizsgalat

Legyen X és Y két valoszintiségi valtozo, és kozos értékkészletiiket bontsuk fel az Ay, . .., A, osztalyokra.
Hp: X ésY eloszlasa megegyezik, azaz P(X € A;) = P(Y € A;) minden i-re.
Az X-et n-szer megfigyelve, legyen v; az A; osztaly gyakorisdga. Hasonlboan, Y-t m-szer megfigyelve,
legyen p; az A; osztaly gyakorisiga.
Az i. osztaly valoszintiségének ML becslése: p; = %
A probastatisztika:
= zr: (vi — npi)° i zr: (i —mpi)* B 2
=  npi mp; r
ahol a szabadségi fok: f = (r—1)+ (r — 1) — (r — 1) = r — 1, hiszen mindkét sszeg szabadsagi foka (ha
nem becsiilt paraméterek lennének) r — 1, viszont r — 1 paramétert becsiiltiink, amit le kell vonni.
A fenti statisztika atalakitasa utédn kapjuk, hogy

i=1

) N2
T |23 Hi
- — = Hy
X2: (n m) -n-mmx{.
r—1
o1 Vit H
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8.4. Példa. Két kockaval dobunk. Tekinthets-e a két kocka egyforméanak (o = 0,05)7
Az adatok:

eték [ 1 2 3 4 5 6 |r=6
vi(1.kocka) | 7 11 8 10 8 6 |n=50
i (2. kocka) [ 16 11 20 19 18 16 | m = 100

A probastatisztika:

(ﬁ_ Hi)2
X2:Z%~50~100:3.58.

=1

A kritikus érték: y2_,(0.05) = 11.1. Mivel 3.58 < 11.1, Ho-t elfogadjuk, a két kocka egyformanak
tekinthets. =

9. Altalanositott likelihood-hanyados préba

Tekintsiik a © = O U O hipotézisvizsgalati feladatot. Egy n elemid X mintabol szamolt dltaldnositott
likelihood-hanyados statisztika alatt a kdvetkez6 mennyiséget értjiik:
sup{L,(X;9): ¥ € O}
sup{L,(X;9) : ¥ € Op}

Ha a nullhipotézis teljesiil, akkor ez kozel van 1-hez, mig ha nem, akkor a szamlalé joval nagyobb a
nevezénél, ezért a hanyados nagy. A nullhipotézis tesztelése tehat tgy torténhet, hogy ha az altalanositott
likelihood-hényados statisztika nagyobb, mint valamely kritikus érték, akkor Hy-t elvetjiik, ha kisebb,
akkor Hy-t elfogadjuk, egyenlség esetén pedig, ha sziikséges, randomizalunk.

Ha mind a nullhipotézis, mind az ellenhipotézis egyszert, azaz a hipotézisiink szerint a stirtiségfiiggvény
fo, az ellenhipotézis szerint pedig f1, akkor a statisztika a kdvetkezd alakot Olti:

max{fo(X), f1(X)} :max{l fl(X)}
fo(X) " fo(X) S

Itt a mésodik tag a Neyman-Pearson lemmabdl ismerds likelihood-hanyados, vagyis a klasszikus likeli-
hood-hényados probat kapjuk, ha a kritikus érték nagyobb 1-nél.

Az altalanositott likelihood-hanyados statisztika Hg melletti eloszlasat — néhany kivételes esettdl el-
tekintve — nehéz meghatarozni. Bizonyos feltételek mellett azonban hatareloszlastételt tudunk bizonyitani
rd, amint a minta nagysidga minden hatéron til nd, és ezzel aszimptotikus prébat konstrualhatunk.

Az aszimptotikus vizsgalathoz a fenti statisztika logaritmusanak a kétszeresét tekintjiik:

T = 2[suplog L,,(X;9) — sup log L, (X;9)].
V€O CASCT

Tegyiik fel, hogy a paraméterek két csoportra vannak felosztva, az elsG csoportba tartozok vektorét
jelolje o € RY, a tébbiek (p — ¢)-dimenzios vektorat pedig 7. Tekintsiik a kovetkezs hipotézisvizsgalati

feladatot:
Hy: 0 =09, 7 tetsz6leges, Hi: 0 # og, T tetszdleges.

Megmutathat6, hogy bizonyos regularitasi feltételek mellett n — co esetén a T statisztika hatareloszlasa
X(21' Igy khi-négyzet proba végezhets. (Illetve a o paraméterre — amennyiben egy dimenzios — konfidencia-
intervallum adhato.)

10. Folytonos eloszlasti mintiara a y2-préoba helyett alkalmazhato
probak

Lattuk, hogy a y2-proba hiromféle feladat tesztelésére alkalmas. Mindharom tipus alkalmazhato

folytonos eloszlasi mintékra, ha azokat diszkretizaljuk. Azonban a y2-préba alapvetSen diszkrét jel-

legii, igy felmeriil a kérdés, hogy folytonos eloszlasi mintédkra nem lehet-e jobb prébakat konstruélni. Az
alabbiakban bemutatunk néhanyat ezek koziil.
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10.1. Illeszkedésvizsgalat
X1,..., X, valamilyen folytonos eloszlasbol vett minta (a mintaelemek eloszlasfiiggvényét jelolje F').
Hol F:Fo, H1 : F%Fg

Kolmogorov-Szmirnov proba:
Készitsiik el a minta F;, tapasztalati eloszlasfliggvényét, és tekintsiik a kdvetkezs probastatisztikat:

D P () — Fo(x)] .

z€R

Megmutathatd, hogy D,, Hj melletti eloszlasa nem fiigg az Fy eloszlastol: mivel Xi( ") ¢s Xz(ﬂ kozott a
tapasztalati eloszlasfliggvény konstans %, az Fy eloszlasfliggvény pedig monoton né, kapjuk, hogy

D, = max [max(\Fo(X(”))fz/n\ Fo(X(™) — i/n|)}.

0<i<n

Ennek Hj melletti eloszldsa pedig valoban nem fiigg Fy-t6l, hiszen ha X; eloszlasfiiggvénye Fy, akkor
Fo(X;) ~ E(0,1). Tovabba v/nD,, aszimptotikus eloszlasa meghatarozhato:

+oo
P(\/’EDn <y) nlo)o K( ) Z (_1)1.6—21'21/2 (y>0>

A fenti K eloszlasfiiggvényhez tartozo eloszlas az un. Kolmogorov eloszlds. Azaz ha n elég nagy, akkor a
Kolmogorov eloszlasbél szamolhatunk kritikus értéket (pl. a = 0.05 terjedelem mellett akkor utasitjuk el
Hy-t, ha \/nD,, > 1.36), ha pedig n kicsi, akkor kiilon tablazat tartalmazza a kritikus értékeket.

Mj.: Vizsgalhatjuk a Hy : F(x) > Fy(z) Vo vagy a Hy : F(x) < Fy(z) Vo egyoldali ellenhipotéziseket
is, ekkor a prébastatisztika

D} = sup (ﬁ'n(x) — Fo(x)) , illetve D, = sup (Fo(:z) - Fn(:zz)) .
z€R zeR

Ezekre is igaz, hogy Hy melletti eloszlisuk nem fiigg Fy-t6l. Tovébba /nD;: aszimptotikus eloszlasa
meghatarozhato:
n— o0 —2¢2
P(VnDE <y) "= Ki(y)=1-¢"2 (y>0).

A fenti K, eloszlasfiiggvényhez tartozo eloszlast nevezhetjiikk Szmirnov eloszldsnak. Azaz ha n elég nagy,
akkor a Szmirnov eloszlasboél szamolhatunk kritikus értéket (pl. o = 0.05 terjedelem mellett akkor utasitjuk
el Ho-t, ha /nDF > 1.22), ha pedig n kicsi, akkor kiilén tablazat tartalmazza a kritikus értékeket.

10.2. Fiiggetlenségvizsgalat

Legyen (X;,Y;) (+ = 1,...,n) egy folytonos H(x,y) eloszlasfiiggvényi eloszlasbdl szarmazé minta.
Jelolje a H-hoz tartozé marginalis eloszlasokat F(x) = limy, oo H(z,w) és G(y) = lim,_,oc H(z,y).
Hy : a két koordinata fiiggetlen, azaz H(z,y) = F(z)G(y)Vz,y.

Kendall proba:
Tekintsiik a kovetkezs probastatisztikat:

=EZ X)(Y; = Y;) =2 0) = I((X; — X;)(Y; = Y;) <0)].

Szavakkal elmondva, K, a rendezett ponptparok szama, minusz a nem rendezett pontparok szdma, azaz
kétszer a rendezett ponptpérok szama, minusz az 6sszes pontpar szdma. Belathato, hogy K, Hy melletti
eloszlasa nem fligg az F, G marginalis eloszlasoktol. Ha ugyanis az (X;,Y;) minta helyett az (F/(X;), G(Y;))
mintdbol szamolnank ki K,-et, ugyanazt az értéket kapnank, hiszen F,G monoton nové fliggvények.
Viszont F'(X;) és G(Y;) mar fuggetlen E(0,1) eloszlasuak.

Megmutathaté az is, hogy K,, aszimptotikusan normaélis eloszlasd, azaz ha n elég nagy, akkor u-préba
végezhets, ha pedig n kicsi, akkor kiilon tablazat tartalmazza a kritikus értékeket. Az w-probahoz
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standardizalni kell K,,-et:
a) K,, varhato értéke Hy mellett:

Eo(I((Xi = X5)(Yi = Y;) 2 0)) = Bo((Xi = X5)(Yi = ¥;) 2 0) = Bo(Xi = X; 2065 YV; = Y; > 0)+
Po(X;—X;<06sY; —Y; <0)=0.5-05+0.5-0.5 = 0.5.

Hasonléan, Ey(I((X; — X;)(Y; —Y;) <0)) = 0.5, azaz Ey(K,,) = 0.
b) K, szorasnégyzete Hy mellett:
legyen 8, = [1((X; — X;)(¥; — ¥;) > 0) = I((X; — X,)(Y; = ;) < O)].

Dg(Kn) = COVo Zéij’zékl = ZZCOVO(éijvékl>-

1<j k<l i<j k<l
Itt covo(dsj, Ort) = 1 ha i =k, =1
1/9 egyébként
Azaz D}(K,) = 1.@4_1.71(7171)(1172) 6= n(nfl)(2n+5)'

Mj.: a proba csak a 7 # 0 tipusi ellenhipotézisekre konzisztens, ahol
T = 2P((X1 — XQ)(Yl — }/2) > 0) -1

a Kendall-féle fiiggdségi egytitthatd (|7] < 1, ha X és Y fliggetlenek, akkor 7 = 0, de forditva nem igaz).

Blum-Kiefer-Rosenblatt préba:

Legyen

Ni(i) = Hi#ilX, <Xis Y <Y}l Ny l Nai)
NZ(Z) = |{J 7&2|Xj > X és Y] < YZH (X4,Y3)
Ns(i) = Hij#i[X;<Xi&sY; >Vl Ny [ Ny()
Na(i) = Hj#ilX;>XiésY; >V}

Azaz Ny(i) darab pont esik az (X;,Y;) osztopont altal meghatarozott £.-ik siknegyedbe.
Probastatisztika:

By = >0 (P 20 L B LY 0 ()~ B (K06 (),

n <
1=1

ahol Fn, én, H,,L a tapasztalati eloszlasfiiggvények:

Hyo (X3, Vi) = N1(i)/n,  Fo(Xi) = (N1(i) + N3(i) /n,  Gn(Yi) = (N1(i) + Na(i)) /n.

Belathato, hogy B, Hy melletti eloszlasa nem fiigg az F,G marginilis eloszldsoktol, tovabba nB,,
aszimptotikus eloszldsa meghatarozhat6. Azaz ha n elég nagy, akkor az aszimptotikus eloszlasbol szamol-
hatunk kritikus értéket (pl. « = 0.05 terjedelem mellett akkor utasitjuk el Ho-t, ha nB, > 0.058), ha
pedig n kicsi, akkor kiilon tablazat tartalmazza a kritikus értékeket.

10.3. Homogenitasvizsgalat

X1,...,X, és Y7,...,Y,, fliggetlen mintak valamilyen folytonos eloszlasokbol (az eloszlasfiiggvények
F, illetve G).
Hoi FZG,HlF#G

Mann- Whitney- Wilcozon proba:
Tekintsiik a kovetkez6 probastatisztikat:

Wim = ii](xi >Y;).
i=1 j=1
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10.1. Tétel. Legyen Z az egyesitett minta, ennek elemszama N :=n + m. Vegyiik a ZfN) <--- < Z](VN)
rendezett mintat, és jelélje r;, hogy X ™

anm:rl—k..._’_rn_%‘

hanyadik legkisebb elem ebben a rendezett mintaban. Ekkor

Bizonyitas.
X" —1 db Y;-nél nagyobb, X{" 5 —2 db Y;-nél nagyobb, és altalaban, X™ r; —i db Y;-nél nagyobb.
Ezeket Osszeadva kapjuk az allitast. =

Megmutathaté, hogy W, ., Ho melletti eloszlasa nem fiigg a két minta kozos eloszlasatol, és aszimp-
totikusan normélis eloszldst. Az elsg allitas azért igaz, mert Hy mellett az X-ek és Y-ok minden sorrendje
egyforman valoszint, azaz 1/ (":m) a val6szintisége annak, hogy az X-ek adott rangokat foglalnak el, W, .,
pedig ezeknek a rangoknak a fiiggvénye. A masodik 4llitas pedig azért igaz, mert az I(X; > Y;) valtozok,
béar nem fiiggetlenek, viszonylag gyenge Gsszefiiggést mutatnak.

Ez alapjan, ha n, m elég nagyok, akkor u-préba végezhetd, ha pedig n, m kicsi, akkor kiilon tablazat
tartalmazza a kritikus értékeket. Az u-prébahoz standardizalni kell W, ,,,-et
a) W, n, varhato értéke Hy mellett:
Eo(I(X; 2 Y))) = Po(X; 2 Y;) = 5 = Eo(Wam) = 5"
b) W,,.m szoérasnégyzete Hy mellett:
legyen 6ij = I(Xl > }/J)

n m n

Dg(Wnym) = COVq ZZ(le,ZZ(Slk
=17 =1 k=1

]

n n

Z ZCOVO 51J75”€

i=1j=1I=1 k=1

0 ha i#lj#k
1/4 ha i=1j=k
1/12 ha i=1j#k
1/12 ha i#l,j=k

1
Azaz DE(Wym) = nm + nm(m —

Itt COVO((sij, 5lk) =

1 mn+m+1) n-m n+m+1
Vg Fmnln =1 = 12 B

m lenne, ha §;;-k fiiggetlenek lennének. Mj.: a proba csak a P(X >Y) # 1/2 tipusu ellenhipotézis

esetén konzisztens.

Kolmogorov-Szmirnov préba:
Készitsiik el a mintakbol az |hatF,, e tapasztalati eloszlasfiiggvényeket, és tekintsiik a kdvetkezs probas-
tatisztikat: . R
Dn,m = sup Fn(SU) - Gm(fﬂ) .
z€R

m-n_
m—+n

Megmutathatd, hogy D, ,, Hp melletti eloszldsa nem fiigg a két minta kozos eloszlasatol, és

D,, », aszimptotikusan Kolmogorov eloszlasi. Azaz ha n,m elég nagyok, akkor a Kolmogorov eloszlasbol
szamolhatunk kritikus értéket , ha pedig n, m kicsi, akkor kiilon tablédzat tartalmazza a kritikus értékeket.
Mj.: Vizsgalhatjuk a Hy : F(x) > G(x) Va egyoldali ellenhipotézist is, ekkor a probastatisztika

D}, = 2161% (ﬁn(x) - G‘m(x)> .

Erre is igaz, hogy Hj melletti eloszlasa nem fiigg a két minta koz0s eloszlasatél. Ebben az esetben

P DJr aszimptotikusan Szmirnov eloszlast. Azaz ha n, m elég nagyok, akkor a Szmirnov eloszlasbol

szamolhatunk kritikus értéket, ha pedig n, m kicsi, akkor kiiloén tablazat tartalmazza a kritikus értékeket.

11. Linearis regresszid, linearis modellek

Legyen (X,Y) kétdimenzios valvaltozo.
Kérdés: X milyen linearis fiiggvénye kozeliti legjobban Y-t7

Pl.: 100 kockadobasbdl a péarosak szaméat szeretnénk a hatosok szaméanak lineéris fiiggvényével
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kozeliteni.
Elnevezés: X a magyarazo valtozo.

A kozelités hib4jat merje a h? = E[(Y — (aX + b))?] mennyiség, ezt szeretnénk minimalizalni.
Megoldas:
h? = BE(X?)a® +b* + 2E(X)ab — 2E(XY)a — 2E(Y)b+ E(Y?)
A kifejezést a szerint derivélva, akkor lesz 0, ha
E(XY)—-bE(X)
E(X?)

a =

A kifejezést b szerint derivélva, akkor lesz 0, ha
b=E(Y)—-aE(X).
A minimumot tehat a kovetkezs paraméterek adjék:

. cov(X)Y) . .
a = Drxy) b*=E(Y)—-a"E(X).

A K2 hibat Y szérdsnégyzetével osztva megkapjuk, hogy a regresszié a szorasnégyzet hany szazalékat
magyarazza meg.

Ugyanezt a feladatot tekinthetjiik tobb magyarazo valtozo esetén is: legyen (Xi,...,X,,Y) valvaltozo, és
jeldlie X = (Xi,...,X,) a magyaraz6 valtozokat. Minimalizalni szeretnénk a h? = E[(Y — (a7 X + b))?]
mennyiséget, ahol a” = (a1,...,a,) vektor.

A feladat az egy-dimenzidshoz hasonldéan oldhat6é meg, és

a* =cov(Y,X)27H(X), b =EY)-a"E(X).

Itt most cov(Y, X) = (cov(Y, X1), ..., cov(Y, X)) sorvektor, £(X) pedig ¢ x g-as métrix, melynek (7, j)-dik
eleme cov(X;, X;). (Tegyiik fel, hogy a matrix invertalhato.)

Ez utobbi felallas arra az esetre is alkalmazhatd, amikor egy magyarazd véltozé van, de annak
polinomjaval szeretnénk Y-t kozeliteni.

Pl. Egy teve legel Erzsi néni hatso kertjében.
Ebbdl a mondatbol véletlenszeriien valasztva egy szot, legyen X az ,e” betiik szama, Y pedig a szd hossza.
A legjobb linearis kozelités Y-ra: 0.82X +4.06. A legjobb méasodfoki kozelités Y-ra: 1.02X2—1.25X +4.38.
Feladat: szamoljuk ki a két kozelités hibajat!

Az el6z statisztikai megfelelGje: (Xi1,...,Xiq,Ys), ¢ = 1,...,n fliggetlen, azonos eloszlast minta.
Most a h? = 237" | (Y; — (a7 X, +b))? hibat szeretnénk minimalizalni. Ha a minta tapasztalati eloszldsat
tekintjiik, akkor az atlag a varhato értéknek felel meg, azaz a megoldas ugyanaz, mint az el6bb, csak a
megfelel§ tapasztalati mennyiségeket kell beirni.

A fentiekben teljes dltalanossagban megkerestiik a legjobb linearis kozelitést.

Linearis modell: Y; = a7 X; + b + ¢;, ahol X; ugyanaz, mint fent, de most ismertnek feltételezziik,
az Y; megfigyelések pedig X; lineéris fiiggvényei, hibaval terhelten. Itt e; fiiggetlen N (0, 0?) hibak. Tehat
Y; N(a”X; +b,0?) eloszlast, és fiiggetlenek.
Példa: egy ember stilya a neme, életkora, magassaga valamilyen lineéris fiiggvénye, plusz még az egyéni
ingadozasbol szarmazo hiba.

All: Ebben a modellben a és b ML becslése épp a fenti a* és b*, és a becslések torzitatlanok.

All: Ebben a modellben 02 ML becslése:

n

DY (@' X + b))

i=1

1
n

ez nem torzitatlan, de
n

SO~ (a7 X+ b))

n_q_lizl

mAar az.
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