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1. Valo6szintiségi mezd

Két bevezets példa:
1) Osztozkodasi probléma (1494, helyes megoldas t6bb, mint 100 évvel késébb, Pascal, Fermat):
Két jatékos fej-iras jatékot jatszik, az nyer, aki el6bb ér el 6 pontot. Azonban a jaték 5 : 3-as allasnal
félbeszakad. Kérdés: milyen aranyban osztozzanak a nyereményen? Véalasz: ha a nyerési esélyek aranyaban
tartjuk igazsdgosnak az osztozést, akkor 7 : 1 aranyban kell osztozniuk.
2)Korbeverd kockak:
Harom kockara felirjuk az 1 — 18 szamokat az aldbbiak szerint:
1. 1 10 11 12 13 14
1I. 2 3 4 15 16 17
II1. 5 6 7 8 9 18
A jaték a kovetkezs. Elgszor A valaszthat egy kockat, majd B vélaszthat a maradék kett6bdl. Ezutan
mindketten feldobjak a kockdjukat, és az nyer, aki nagyobbat dob. Kinek elényos a jaték? Valasz: B-nek
elényos, mert a kockak korbeverik egymast:
I-nél jobb II, II-nél jobb III, III-nél jobb I.
Tehat akarmit valaszt A, annél tud B jobbat valasztani.
Tekintsiink egy véletlen kisérletet:
Jelolje a lehetséges kimentelek halmazéat Q # (0, ennek neve eseménytér.
Az eseménytér elemeit jelolje w € ), ezek az elemi események.
Az eseménytér (bizonyos) A C Q) részhalmazai az események.
w € A, akkor az A esemény bekovetkezett

Ha a kisérlet kimenetele w, és w ¢ A, akkor az A esemény nem kovetkezett be

1.1. Példa. Feldobunk egy dobdkockat.

0 =1{1,2,3,4,5,6} (mit dobunk)

Legyen A = {2,4,6} az az esemény, hogy "péros szamot dobunk"

Ha 4-est dobtunk, azaz w = 4, akkor az A esemény bekovetkezett. Ha 5-0st dobtunk, azaz w = 5, akkor
az A esemény nem kovetkezett be. m

Események:
technikai okokbol sokszor nem lesz az eseménytér minden részhalmaza (megfigyelhets) esemény. Jelolje az
események csalddjit A C 2, errdl a kovetkezd tulajdonsagokat koveteljiik meg:
1) Qe A: Q neve biztos esemény
2) A€ A= Ac A ha A esemény, akkor a komplementere is
3) Ay, Az Az, ... € A= JA; € A: megszamlalhato sok esemény unidja is esemény
Mj.: Az 1),2),3) feltételeknek elget tevs A halmazrendszert o-algebranak hivjuk.
Azt, hogy események metszete is esemény legyen, azért nem koveteljiik meg, mert az mér kovetkezik a
2) és 3) feltételekbdl, felhasznélva, hogy N5, A; = U, A;.
Valoszintség:
Minden eseménynek van valoszintisége, az A esemény valoszintségét P(A) jeldli, ahol P a probability sz6bol
szarmazik. Azaz P egy A — R fiiggvény. P-r6l a kovetkezs tulajdonsagokat koveteljiik meg:



1)  P(A) > 0: minden valészintiség nemnegativ
2)  P(Q) =1: a biztos esemény valoszintsége 1

(oo} oo

3) Ha A, As, ... € A paronként diszjunkt események, akkor P(U A;) = Z P(4;)
i=1 i=1

Mj.: Az 1),2),3) feltételeknek elget tevs P fiiggvényt valosziniiségi mértéknek hivjuk.

Ezek a kovetelmények a relativ gyakorisdg tulajdonsagaibol szarmaztathatok. Ugyanis azt szeretnénk,
ha egy esemény valoszintsége azt fejezné ki, hogy a kisérleteknek kb. hanyad részében kovetkezik be
az esemény. Tegyiik fel, hogy egy kisérletet egymastoél fiiggetleniil n-szer elvégziink, és jeldlje k4, hogy
hanyszor kovetkezett be A. Ekkor k4 az A gyakorisaga, r4 = ka/n pedig az A esemény relativ gyakorisaga.
Konnyen ellendrizhets, hogy a relativ gyakorisigra teljesiilnek a fenti 1)-3) kovetelmények megfelelsi:

1) A Z 0
2) ro = 1
3) raup=ra+rg,haANB=1

1.1. Definicié. Az (92, A, P) harmast Kolmogorov-féle valoszintiségi mezének hivjuk, ahol ) nemiires
halmaz, A o-agebra, P pedig valoszintségi mérték.

Néhany egyszert allitas:
1) P(0) =0:
1=P(Q)=PQU0D) =PQ)+ P0) =1+ P(0).
2) Minden A eseményre P(A) <1
1=P(Q)=P(AUA) = P(A) + P(A) > P(A). Sét, kijott, hogy P(A) =1 — P(A).
3) AC B= P(A) < P(B).
4) Tetszoleges A, B € A eseményekre ‘P(A NB)— P(A)P(B)’ <

=

2. Klasszikus valbészintiségi mezd

Akkor beszéliink klasszikus valoszintiségi mezordl, ha az eseménytér elemszama véges, az eseménytér
minden részhalmaza esemény, és minden elemi esemény egyformén valoszinti. Azaz:

1
| =n és Vw € Qra P(w) = —
n

Al kedvezd esetek sz
Legyen A C Q. Ekkor P(A) = Ll _ S0CVerO OeRek Szama

n Osszes esetek szama

2.1. Példa. (deMeére lovag esete) 3 kockaval dobunk, a 11-es vagy a 12-es Osszeg valoszintisége nagyobb?
Lehetgségek:

11: 641 632 551 542 533 443

12: 642 633 552 543 561 444
Azonban ha egyforman valdszini lehetGségekkel akarunk dolgozni, akkor a sorrendet is figyelembe kell
venni! Azaz |Q| = 63, és
6+6+3+6+3+3 27

P(117) 3 =g eza valészintibb
ooy 64+343+6+6+1 25

2.1. Példa klasszikus valészintiségi mezére: Mintavételezés

Tegyiik fel, hogy egy gyér egy adott napon N terméket gyartott, melybsl M selejtes, azaz a selejtarany
p=M/N. A termékekbdl n elemt mintat vesziink.
Ha visszatevés nélkiil vessziik a mintat, akkor

MY (N—M
P(k db selejtes) = M

Ha visszatevéssel vessziik a mintat, akkor

P(k db selejtes) = (

WME (N —M)"F  /n
-



Visszatevés nélkiili mintavételnél tegyiik fel, hogy N — oo, és a p selejtarany rogzitett. Nézziik meg, hova
tart a kordbban kiszamolt valésziniiség!

M! (N — M)!
KM —k)! (n—k)!(N—-M—-n+Fk)! _
NI -
n!(N —n)!
k db n—k db

M\ MM —1)(M—2)--(M—k+1)(N—=M)(N-—M—1)---(N—M—n+k+1)
_(> NN-1)--(N—n+1) —

n db

3. A szita (Poincaré) formula és a Jordan formula

Legyenek Aq, ..., A, események. Ha nem diszjunktak, akkor a P(A;U---UA,,) valosziniiség kiszamitasa
nehéz lehet. Erre ad médszert a szita formula.

3.1. Tétel. (Szita formula) Legyenek Ay, ..., A,, események. Ekkor

P(AyU---UAy) =Y (-1)F18,,
k=1

ahol
1< <...<ip<n.
Specidlisan n = 2, 3-ra a kovetkez6t kapjuk:
n=2: P(AluAg)ZP(Al)—i-P(AQ)—P(AlﬂAg)
n=3: P(AluAQUAg):
= P(A;) + P(A2) + P(A3) —(P(A1 N As) + P(A1 N A3) + P(A3 N A3)) + P(A1 N Aa N Ajs)

S1 Sa S3

A formula bizonyitésa (vazlat): az n esemény az eseményteret a kdvetkezs 2" részre particiondlja:
Q=0n02N---NQ=(AUA)N(A2UA)N---N(A, UA,) = o - -
= (A NAN--NA,_1NA)UAINA N NA_ 1 NA)U---UA NAN---NA,_1 NA,).

ez 2» tag
Ugy kapjuk a 2" tagot, hogy minden tagban mindegyik i-re vagy A;, vagy A; szerepel. A tagok koziil csak
A NAy;N---NA, nincs benne az A; U--- U A,, eseményben.
k db komplementer nélkiil
n—kdb komplementerrel
és k > 1. Azt kell megmutatni, hogy ezt a részt pontosan egyszer szamoltuk le a szita formulaban:

RN R R

3.2. Tétel. (Jordan formula) Legyenek Ay, ..., A, események. Ekkor

Vegyiink egy olyan tagot, amelyben esemény szerepel

n—r
k
P(Az n eseménybdl pontosan r teljesiil) = Z(—l)k< 1—7’) Sktrs
k=0

ahol Si ugyanaz, mint a szita formulaban.

3.1. Példa. (Névjegy probléma) Tegyiik fel, hogy n ember véletlenszertien dsszekeveri a névjegyét. Jelolje
B azt az eseményt, hogy senki sem a sajatjat kapja.



P(B)y=1-P(B)=1-P(A1U---UA,), ahol A; = az i.-edik ember a sajatjat kapja. Alkalmazzuk a
szita formulat!

— k) — k)
P(AH n--- mAlk) = (n k) = Sk = (n) ('ﬂ k) = k‘l Tehat

n! k n!
n n

1 1 1 n—oo
P(B) = (C1)5 = Y (DM = SR mivel e Z -

k=1 k=0
A Jordan formula segitségével azt is kiszamolhatjuk, hogy mennyi az eselye hogy pontosan r ember kapja

a sajat névjegyét. m

3.2. Példa. (Sziiletésnapok) Van N ember.
P(van honap, amelyben senki sem sziiletett) = P(A; U---U Aj2),

ahol A; az az esemény, hogy az i.-dik honapban nem sziiletett senki, i = 1, ..., 12.

(12—k)N 12— k\V
P(Ai, N--NA;,) = = ;
(A -0 4s) 12N 12

- (D)%)

3.3. Példa. (Vezetékszakadas) A beszamozott vezetékek mindegyike vagy vezet, vagy nem, 1/2 — 1/2
valoszintiséggel.

Tekintsiik a kovetkezd négy eseményt:
Ay 11,2 vezet, As : 1,5,4 vezet Az : 3,5,2 vezet, Ay : 3,4 vezet.
P(ég alampa) = P(A; U Ay U A3 U Ay).
Most P(A;, N---N A;, ) nem irhato fel éltalanosan

S = (A1)+P(A2)+P(A3)+P(A4) 1+i+i+3=3
Sy = (A1 n Ag) + P(Al n A3) + P(Al NAy) + P(A2 NAz)+ P(A2NAy) + P(A3 N Ay) =
:6+16+16+32+16+1_?
Ss = (A1mAQrwAg,)+P(A10A20A4)+P(A10A30A4)+P(A20A30A4) =%
Sy = (AlﬂAgﬂA30A4)
= P(ég a lampa) = 5—54—3—2—3%:%
| ]

4. Feltételes valoszintiség

4.1. Definicié. Legyen A, B € Aés P(B) > 0. Az A esemény valosziniisége, feltéve hogy B bekovetkezett
P(ANB)

(A feltételes valoszintisége a B eseményre nézve) P(A|B) = P(B)

Q




4.1. Példa. Egy urniban 2 jo és 2 selejtes csavar van, kétszer hiazunk.
Legyen A = els6re j6 csavart hizunk, B = mésodikra selejtes csavart hizunk.
a) Visszatevéssel huzunk:

P(AnB) 3%
P(A|B) = (P(B) ) _ 1 = 5= P(A) = B bekdvetkezése nem véltoztat A valoszintiségén.
44
P(AnB) 3 1
P(BJA) = (P(OA)) = % =5= P(B) = A bekovetkezése nem valtoztat B valoszintiségén.
2

b) Visszatevés nékiil hazunk:
P(ANB) % 2

1
P(BJA) = P(A) 5 =3 P(B) = 7= A bekovetkezése noveli B valoszintiségét.
mindketts selejt  elsé J;L maésodik selejt

N N

2-1 + 2.2 1
P(B) = 13 T2

P(AnB) 3 2
P(A|B) = (P(:@) = % =35> P(A) = 5= B bekévetkezése noveli A valdszintiségét. m
2

Mj.: Egy urndban N jo és M selejtes termék van. Egymas utan, visszatevés nélkiil, mindet kihtuzzuk.
Bizonyitsuk be, hogy P(k-adikra selejteset huzunk | f-edikre jot huzunk) = %, minden k # { parra.

4.1. Tétel. Legyen Ag = {ANB: A € A} C A. Ekkor Ap c-algebra B-n, és (B, Ap, P(:|B)) valosziniisé-
gl mezé.

Bizonyitas.
Ap o-algebra B-n, mivel
1) B=BNOeAg
2) ANBeAg=B\(ANB)=ANBe Ap
3) AiﬁBE.AB@Ui(AiﬁB):(UiAi)mBEAB
P(-|B)valoszintiségi mérték B-n, mivel
1) é&ltalanosabban: VA € A: P(A|B >0
P(BNB) P(B)
2) P(B|B)=1 P(B|B) = P(B) P 1
3) éltalanosabban Al, Ag, . € A ANA =0 (G #75) =

UA\B ZPA\B

(U A)nB) _ P(UZ,(4iNB)) « 3 P(A;NB) def ,
UA IB) = 505 = B =S m > P(4B)
(A ﬂ B)N (A; N B) =0 mivel A;, A; diszjunktak (i # j) m

4.2. Definicié.

B, By, ... € A teljes eseményrendszer (TER), ha
1) P(Bl) >0

2) U Bi=9 (elég, ha P(JB;) = 1)

3) B,NBj=0 (i#}7)

4.2. Tétel. (Teljes valosziniiség tétele) Legyen A € A tetszbleges esemény, és By, Bo, ... TER. Ekkor

P(A) =Y P(A|B;)- P(By).
=1
Bizonyitas. P(A) = P(ANQ) = P(AN (UB;)) = P(J(B; N A)) diszj i P(B;NA) =

2%4 ZPA|B B). m

i=1

i=1



4.2. Példa. Egy dobokockaval addig dobunk, amig hatost nem kapunk. Mennyi annak a valészintisége,
hogy nem dobunk koézben 6t6st?

5=l
Legyen B,: n-edikre dobunk elgszor hatost (n = 1,2,3,...). Ekkor By, Bs,... TER, és P(B,,) = o
Legyen még A: nem dobunk 6tst kozben. A fenti tétel szerint
= Z (A|B,) - P(By).

Itt L

(ANB,) *+*Z2  an!

P(A|By) e

P(B,) - 5

Visszahelyettesitve,
X yn—l o pr-l X oyn-1 o XNt 1
[

4.3. Tétel. (Bayes tétele) Legyen A € A esemény, és By, Ba, ... teljes eseményrendszer. Ekkor

P(A|By) - P(By)

P(By|A) = —
> P(A|B;)-P(B

Bizonyitas. A jobboldal szamlaloja - P(By) = P(AN By), a jobboldal nevezgje pedig éppen

P(Bg)
P(A) a teljes valoszintiség tétele szerint. m

4.3. Példa. Tegyiik fel, hogy egy hallgato a feltett kérdésre % valoészintiséggel tudja a valaszt. Ha nem
tudja, akkor tippel, és % valoszintséggel talalja el a helyes valaszt. a) Mennyi az esélye, hogy a hallgaté
helyesen valaszol? b) Ha a hallgaté helyesen valaszolt, mennyi a valoszintisége, hogy tudta is a valaszt?
Legyen A a hallgat6 helyesen véalaszol, B;: tudja a valaszt, By: nem tudja a valaszt. Ekkor By, By TER,
P(By) = 4, P(Bs) = 1, P(A|By) =1, P(A|By) = 5 Ebbol

a) P(A) = P(A|B1) - P(By) + P(A|By) - P(By) =1-3+ 1.1 =10 -

P(AB)) - P(B)) R

b) P(B;]A) = P(A|By)-P(B1) + P(A|By) - P(Bs)  1-3+

5. Események fiiggetlensége

5.1. Definici6é. Az A és B események fiiggetlenek, ha P(AN B) = P(A) - P(B).

Mj.: Ha P(B) > 0, akkor az azzal ekvivalens, hogy P(A|B) = P(A).

5.2. Definicié. a) Az Ay, ..., A, események figgetlenek, ha V1 < i1 < -+ < i < n valasztasra
P(A;, N Ay, - N A;) = P(A;) - P(Ay,) - P(A3,).

b) Az Ay, ..., A, események pdronként figgetlenek, ha Vi # j-re A; és A; fiiggetlenek.

5.3. Definici6. Az Aj, Ay, ... végtelen sok esemény fiiggetlen, ha koziiliikk barmely véges sok esemény
fiiggetlen.



5.1. Példa. Egy kockaval 2-szer dobunk. Legyen A: az 1. dobas paros, B: a 2. dobas paratlan, C: a két
1
dobés Gsszege paros. Ekkor A, B, C' paronként fiiggetlenek, mivel P(A) = P(B) = P(C) = 3 és
1
P(ANnB)=P(ANC)=P(BNC) = 7
de nem foggetlenek, mivel P(ANBNC)=0. m

5.1. Tétel. Fiiggetlen események koziil tetszGleges sokat kicserélve a komplementerére, fiiggetlen es-
eményeket kapunk.

Bizonyitas. Elég belatni, hogy egy eseményt ki lehet cserélni a komplementerére. Feltehetjiik, hogy A;-
et cseréljiik Aj-re. Az 1j események metszetére vonatkoz6 szorzési szabaly csak abban az esetben szorul
bizonyitasra, ha az Aj, As, ..., A események lettek kivalasztva. Azt kell tehat belatni, hogy
B P(B)
P(Al NAsN ﬁAk) = P(Al) P(AQ)P(Ak)

Ez viszont kénnyti: P(A; N B) = P(B) — P(A; N B) = P(B) — P(A1)P(B) = (1 — P(A,))P(B) =
P(A))P(B). m

5.2. Tétel. Legyen P(A) = 0 vagy 1, és B tetsz6leges esemény. Ekkor A és B fliggetlenek.

Bizonyitas.
a) Legyen el6szér P(A) = 0. Ekkor P(A) - P(B) = 0, valamint AN B C A miatt P(AN B) =0.
b) A P(A) =1 eset az el6z8 tételbdl kovetkezik. m

6. Valészintiségi valtozok

6.1. Definicio. Egy X : Q — R filiggvényt valdsziniségi vdltozonak neveziink, ha teljesiil ra, hogy minden
a < b valos szamparra {w € Q: a < X(w) < b} € A

Mj.: A feltétel azért kell, hogy a P(X € B) valoszintiségek értelmesek legyenek a ,szép” B C R halmazokra.

6.1. Példa. Feldobunk két dobokockit, nevezziik Gket egyes és kettes kockdknak. Lattuk, hogy a kisér-
lethez tartozo eseménytér 36 elemi, Q2 = {(wi,ws) : 1 < wi,wy < 6}. Ha a két kockdat nem tudjuk
megkiilonboztetni, akkor {2 nem minden részhalmaza esemény, csak az olyanok, melyekre ha (w1, ws) € A,
akkor (wa,w1) € A is teljesiil. Ezért az az X : Q@ — R fiiggvény, melyre X ((w1,ws)) = wy (azaz az egyes
kockaval dobott érték) nem valoszintiségi valtozo, hiszen pl.

{1<X<2}={X=1}={(1,w2) : 1 <wy <6} & A
Tlyen fiiggvénnyel nem lenne érdemes foglalkozni, hiszen az értékét nem tudjuk megfigyelni. m
6.2. Definicié. Az X valoszintiségi valtozd diszkrét, ha értékkészlete megszamlalhato (véges vagy végte-
len).

Ha X diszkrét, akkor lehetséges értékei felsorolhatok: x1, o, . ... Tovabba a valészintségi valtozéra tett
feltétel miatt Vi : {w|X(w) =} € A azaz a P(X = x;) valosziniiség értelmes. Jeldlje p; = P(X = ;).

Ekkor a p; szamok nemnegativak, és Zpi =1, ui. az {X = x;} események paronként diszjunktak és az
i

egyesitésiik ).

6.3. Definicié. a) A p = (po, p1, ...) (véges vagy végtelen) sorozatot diszkrét valdsziniségeloszldisnak nevez-
ziik, ha p; > 0 és Zpi =1

i
b) Az X diszkrét valoszintiségi valtozo eloszldsa az (x;,p;)i=1,... parok sorozata, ahol x;-k az X lehetséges
értekei, és p; = P(X = x;).



6.1. Nevezetes diszkrét eloszlasok

Binomialis eloszlas

Jelolje X, hogy n fliggetlen kisérletbdl hanyszor kovetkezik be egy p valdszintiségli A esemény.
Ekkor X eloszldsa binomiélis, az eloszlas rendje n, paramétere p. Jelolésben: X ~ Bin(n,p).
X eloszlasa: (k,pr)k=0.1,...,n, ahol pr = (Z)pk(l —p)nk.

A py valoszintiség levezetése: legyen A;: az i. kisérletben bekovetkezik az A esemény. Ekkor
{X =k} =Uay ¢, AT NN AT,
ahol € = (61, .. .,Gn) € {0, 1}”, és Azl = AZ,A? = Zi~
Mivel az unié diszjunkt, és a metszet tagjai fiiggetlenek:
A € eny k n—k _ (™) & n—k
PA=R= 5 PUR)PU = 3 A0 (7)o

6.2. Példa. a) Egy urnaban M piros és N — M fekete goly6 van, n-szer htizunk visszatevéssel. Jelolje X,
hogy hényszor hazunk pirosat. Ekkor X ~ Bin(n, M/N).

b) Jelolje X, hogy 20 hallgatobol hanyan sziilettek oktoberben. Ekkor X ~ Bin(20,1/12).

c) Egy teszten 15 kérdés van, mindenhol 4 vélaszlehetGség. Véletlenszertien t6ltém ki a tesztet. Jelolje X
a helyes véalaszok szamat. Ekkor X ~ Bin(15,1/4). =

Mj.: Az n =1 rendd binomialis eloszlas masik neve indikator eloszlés, jelolésben Bin(1,p) = Ind(p).

Hipergeometriai eloszlas

Egy urnaban N golyobol M jelolt. Jelolje X, hogy n visszatevés nélkiili huzasbol hanyszor hizunk jelolt
goly6t. Ekkor X eloszlasa hipergeometriai, az eloszlas paraméterei N, M, n. Jelolésben:

X ~ Hipgeo(N, M,n).
(e

X eloszlasa: (k, pr)r=0,1,...,n, ahol pj, =

Geometriai (Pascal) eloszlas

Jelolje X, hogy hényadik fliggetlen kisérletben kovetkezik be el6szor egy p valdszintiségli A esemény.
Ekkor X eloszlésa geometriai, az eloszlas paramétere p. Jelolésben: X ~ Geo(p).
X eloszlasa: (k,py)k=12,.., ahol py = (1 — p)k~1p.

A py valoszintiség levezetése: legyen A;: az i. kisérletben bekovetkezik az A esemény. Ekkor
{(X=k}=A1N--NAx_1N A,
a fiiggetlenség miatt tehét
pr = P(A1) - P(A_1)P(Ax) = (1 —p)"'p.

6.3. Példa. a) Jelolje X, hogy hanyadik kockadobésra kapunk el6szor 6-ost. Ekkor X ~ Geo(1/6).
b) Jelolje X, hogy hény hallgatot kell végigkérdezni, mire az elsG Skorpiot megtaldlom. Ekkor X ~
Geo(1/12). m

Negativ binomidlis eloszlas

Jelolje X, hogy hanyadik fiiggetlen kisérletben kovetkezik be r-edszer egy p valdsziniiségii A esemény.
Ekkor X eloszlasa negativ binomiéalis, az eloszlas rendje r, paramétere p. Jellésben: X ~ Negbin(r, p).
X eloszlasa: (k, pr)k=rrt1,..., ahol py = (k_l)p’"(l —p)kr,

r—1



A py valoszintség levezetése: legyen A;: az i. kisérletben bekdvetkezik az A esemény. Ekkor
{X =k} =Ues e,=r—1 AT N NAZET N A,

ahol € = (61, .. .,Gk_l) S {0, l}k_l, és All = AZ,A? = Zl
Az unié most is diszjunkt, a metszet tagjai pedig fiiggetlenek, tehat ugyantgy szamolhatunk tovabb, mint
a binomidlis eloszlasnal.
Mj.: Az r = 1 rendt negativ binomiélis eloszlas éppen a geometriai, azaz Negbin(1,p) = Geo(p).
Poisson eloszlas
Ha X eloszlasa (k,py)k=0,1,..., ahol p, = e_/\%, akkor X Poisson eloszlasu. Az eloszlas paramétere a
A > 0 szam. Jelolésben: X ~ Poisson(A).

Mivel a py, valészintiségeket most nem egy modellbdl szamoltuk ki, meg kell mutatni, hogy a py sorozat
valészintiségeloszlas:

N R = L

Zﬂe =e ‘Zgzl'

k=0 k=0
——

A Poisson eloszlas a gyakorlatban felbukkano, fontos eloszlas. A kovetkezd tétel mutatja, hogy nagy
rendi binomiélis eloszlas jol kozelitheté Poisson eloszlassal.

6.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy n — oo és n - p, = A, azaz p, = - — 0. Ekkor

n—oo \ k

)\k
lim <n>p§(1 — pn)”fk —e M,
Bizonyitas.

n(n—1)-(n—k+1) (A)’“(l_A)"’“:Ak_n(n—l)-~-(n—k+1) , (1_A>”. (1_A)k,

k! k! nk

) (n— ka1 1 k—1 "

Ittn(n ) ’En +)_1<1>(1 >_>1han—>oo,tovébbé(12) — e
n

és (17%)_k—>1. [ |

Mj.: A tétel feltételei mellett az is igaz, hogy Z

ny i n—k A DY

6.4. Példa. A gyakorlatban Poisson eloszldstnak tekintheté példaul a sajtohibak szama egy 20 oldalas
szovegben, a telitaldlatos szelvények szadma egy adott heti lottohtuzason, vagy a magyarorszagi autobale-
setek szama egy napon. m

6.2. Eloszlasfiiggvény, stirtiségfiiggvény

6.4. Definici6é. Az X valoszintségi valtozo eloszldsfigguénye az F' : R — [0, 1] fliggvény, ahol F(z) =
P(X <z) (z €R).

Az eloszlasfliggvény segitségével kiszamolhatok a P(X € B) valoszintségek. A legegyszertibb eset, ha B
(esetleg elfajult) intervallum vagy félegyenes. Sziikség lesz a kovetkezs lemmara.

6.1. Lemma. (Folytonossagi lemma) Legyen By 2 By D B3 2 --- események monoton csokkend
o0

sorozata, és m B; = (. Ekkor P(B;) — 0 ha i — oo.
i=1



Bizonyitas. Tekintsiik a B; esemény kovetkez6 diszjunkt felbontasat: By = (By \ B2) U (Bg \ B3) U ---.
A valészintiség additivitasa miatt tehat

P(By) = ZP(Bi \ Bit1) = Z (P(Bi) = P(Bit1)) = nlijgoz (P(Bi) = P(Bit1)) =
Jim (P(B1) = P(Bp1)) = P(Bi) = lim P(Bp1).

Ebbol adodik, hogy lim,, o P(Br41) =0. m

6.1. Feladat. (Folytonossagi lemma atfogalmazéasa) Legyen B; C B, C --- és |J_, B; = B. Bi-
zonyitsuk be, hogy lim P(B;) = P(B).

Visszatérve a félegyenesek és intervallumok valészintiségére:
a) P(X <b)=F(b).
b) Pla< X <b)=P(X <b)—P(X <a)=F(@)— Fl(a).
c) P(X >a)=1- F(a).
d) P(X <b) =limyyp F(xz) = F(b+ 0): legyen ugyanis z,, \, b (azaz x1 > xg > 23 > --+, &, — ), 68

B, ={b< X < z,}. Ezekre teljesiil By D B, 2 B3 D --- és ﬂ B; =0, igy a lemma szerint P(B,,) — 0.

=1

Tovébba F(z,) = P(X < z,) = P(X <b) + P(B,), igy P(X <b) =lmF(z,) = F(b+0).
e) P(X >a)=1-F(a+0).
f) Pla< X <b)=F(b)— F(a+0).
g) Pla< X <b)=F(b+0)— Fl(a).
h) P(X =b) = F(b+0) — F(b).
6.2. Tétel. Legyen F egy X valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye. Ekkor
1) F monoton nemcsokkend, azaz a < b-re F(a) < F(b).
2) xgmoo F(z)=0és mlingo F(z)=1.

)

3) F balrol folytonos, azaz ha x,, / x, akkor F(z,) — F(x).

Bizonyitas.

1) a < bre {X <a} C{X <b}, igy F(a) < F(b).

2) Az elsshoz: Legyen x, \, —o0 és B, = {X < x,}. A B, sorozatra alkalmazhaté a lemma, tehat
F(z,) = P(B,) — 0. A masodikhoz: Legyen z,, /o0 és B,, = {X > z,}. A B,, sorozatra alkalmazhato
a lemma, tehat 1 — F(x,) = P(B,) — 0.

3) Legyen B,, = {z, < X < z}, ezekre alkalmazhato a lemma, tehat F(z) — F(z,) = P(B,) — 0. =

Mj.: Ha egy F' fiiggvényre teljesiilnek a fenti feltételek, akkor létezik hozzajuk X valoszintiségi valtozo,
melynek eloszlasfiiggvénye éppen F'.

Milyen kapcsolatban all egymassal egy X diszkrét valoszintiségi valtozo eloszlasa és eloszlasfiiggvénye?
Konnyti latni, hogy az (x;, p;) eloszlastu diszkrét valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye lépcsSs, azaz az x;
értékekben szakadasa van, az ugras nagysaga éppen p;, és két szomszédos z; érték kozott az eloszlasfiig-
gvény konstans.

6.2. Feladat. Rajzoljuk fel a kovetkezs diszkrét valoszintiségi valtozok eloszlasfiiggvényét!
a) X egy dobokockaval dobott érték.
b) X hérom érmedobésbol a fejek szama. m

Diszkrét valoszintiségi valtozok esetében kényelmesebb az eloszlassal dolgozni, mint az eloszlasfiiggvén-
nyel. Az F fliggvény inkabb a folytonos valtozok esetében hasznos.

6.5. Definici6. a) X folytonos valészintiségi valtozo, ha az F eloszlasfiiggvény (mindenhol) folytonos. Ez
azzal ekvivalens, hogy P(X = x) = 0 minden z-re.

x
b) X abszolit folytonos valoszintiségivaltozo, ha van olyan f fliggvény, melyre F'(z) = / f(t)dt. Ekkor

az f figgvényt az X siriségfigguényének nevezzik.
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A gyakorlatban hasznalt valoszintiségi véltozok majdnem mindig vagy diszkrétek, vagy abszolut
folytonosak. Abszolut folytonos esetben F' (majdnem mindenhol) differencialhato, és f(x) = F'(z).

6.3. Tétel. Legyen f egy X valoszintségi valtozo strtségfiiggvénye. Ekkor
1) f(z) >0
oo
2) [ fw)de=
—00
Bizonyitas.
1) Mivel F monoton névé, igy derivaltja nemnegativ.

/ f(z dx—hm/ flx dx—hmF()—l ]

M_] Ha egy f fuggvenyre teljesulnek a fenti tulajdonsigok, akkor létezik hozzajuk X valosziniiségi
véltozo, melynek siriségfiiggvénye éppen f.

A stirtségfiiggvény segitségével is kiszamolhatok a P(X € B) valoszinidségek. A legegyszertibb eset
megint az, amikor B intervallum (vagy félegyenes). Most

b
P(a<X<b):P(angb):F(b)fF(a):/ f(x)dx
A helyzet tehat egyszertibb, mivel < és < kozott nincs kiilonbség.

6.3. Nevezetes abszolut folytonos eloszlasok

Egyenletes eloszlas

1
— h b
Az X egyenletes eloszlasu az (a,b) intervallumon, ha striségfiiggvénye: f(x) = { g A0 ST <D,

0  egyébként.
Jelolésben: X ~ E(a,b).

Ellen6rzés: / f(z)dz = / — dm =1.

X eloszlasfiggveénye: F(x / fl)ydt —/ f() ,haa <z <b

Tovabba P(c < X < d) = b— azaz egy szakasz valosziniisége a hosszaval ardnyos. Ezért az egyenletes
—a
eloszlas annak felel meg, hogy az (a,b) intervallumbol ,véletlenszertien” valasztunk egy pontot.

Exponenciilis eloszlas

Ae ™™ x>0

Az X exponencialis eloszlasu A > 0 paraméterrel, ha strtségfiggvénye: f(z) = { 0 o0

Jelolésben: X ~ Exp(\).

Ellen6rzés: / fz)dz = )\/ e Mdr = 1.

X eloszlasfiiggvénye: F(x / f(t)ydt = / e Mdt = [—e"\t}g =—eM+1,haz>0.

6.4. Tétel. (Exponenialis eloszlas 6rokifja tulajdonsaga) Legyen X ~ Exp()). Ekkor minden x és
z pozitiv szdmra teljesiil, hogy

PX>z+z|X >z)=PX > 2).

Bizonyitas.
PX>z+2) 1—-F(x+z2) e Net2) .
P(X X = = = = *=1-F(2)=P(X .
(X>z+z|X>zx) PX > 1) 1= F) Py e (2) (X > 2)
]
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Az orokifja tulajdonsag azt jelenti, hogy az id6 minden pillanatban tjrakezdédik, a mult nincs hatassal
a jovébeli eseményekre. Megmutathatd, hogy a folytonos eloszlasok koziil csak az exponencidlis eloszlas
rendelkezik ezzel a tulajdonsdggal. Ennek alapjan a kovetkezd valosziniiségi véaltozok modellezhetSk pl.
ezponencialis eloszlassal:
a) Mikor fut be az els6 hivas egy telefonkdzpontba.
b) Mikor szakad el elGszor a szl a szdvGszéken.
¢) Mennyit kell varnia az autéstopposnak, amig felveszik.

6.3. Feladat. Mutassuk meg, hogy a diszkrét eloszlasok koziil a geometriai eloszlas 6rokifju tulajdonsigu.

Normalis eloszlas
2

e
V2T

Az X standard normalis eloszlast, ha striségfiiggvénye: ¢(x) =

Jelélésben: X ~ N(0,1).

(x €R).

Vegyiik észre, hogy a fenti stirtiségfiiggvényt most ¢-vel jeloltiik. Ezt a speciilis jeldlést a standard
normaélis eloszlas fontossidga indokolja. Most nem olyan koénnyt ellendrizni, hogy ¢ integralja 1, mivel a
primitiv fiiggvény nem adhat6 meg zart alakban.

6.5. Tétel. ¢(x) strtségfiggvény.

Bizonyitas. Kell: / ¢(x)dz = 1. Trikk: az integral négyzetét fogjuk kiszdmolni:

) 2 ) %) ) )
1 —e24y2 a
[ ewad = [ s@an [ o= [ [T e aa @
2 ° 2 2790
—e 2 -rdpdr = e zdr=|—e" 2 =1.
/0 /0 o ¢ r dpdr /0 T-e T [ e }0

2

(a) integraltranszforméciéval: z =7-cosp ; y=r-sinp ; 2?2 +y>=r

dz da .
ar  dp cosp —r-sinp
= =cosp-rcosp— (—r-sinp-sinp) =r. m
dy dy i . COS
T = sinp r-cosp

A standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye: ®(x) = / ¢(t) dt. Ez nem adhato meg zart alakban,
értékeit pozitiv x-ekre tablazatba foglaltak, negativ z-ekre peaig a ®(—x) = 1—P(x) osszefliggésbol kapjuk

az értékeket.

6.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy ¢ paros fiiggvény, egyetlen lokilis maximumhelye a 0-ban van, inflexios
pontjai pedig a £1. Vezessiik le tovabba a ®(—x) =1 — ®(x) Gsszefliggést.

Mj.: Legyen X ~ N(0,1). Ekkor
P(IX] <1)~0.70, P(|X]<2)~095 P(|X]|<3)~0.99.

Az X normalis eloszlédsi m € R és o > 0 paraméterekkel, ha stirtiségfiiggvénye

o) = 2ot = e {2,

Ez azzal ekvivalens, hogy X = oY + m alakua, ahol Y ~ N(0, 1).
Jeldlésben: X ~ N(m, o).

Mj.: HaY ~ N(0,1), és X = oY +m, ahol 0 < 0, akkor Y ~ N(m, —0o), mert ha Y standard normalis,
akkor —Y is az.
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Lattuk tehat, hogy az altalanos normalis eloszlast a standard normalis eloszlasbo6l szarmaztatjuk linearis
transzforméacioval. Altalaban is megkérdezhets, hogy ha az abszolut folytonos eloszlasu X eloszlasfiig-
gvénye F, strtségfiiggvénye pedig f, akkor az Y = aX + b (a # 0) lineéris transzformaltnak hogyan
szamolhatjuk ki G eloszlasfiiggvényét és g striségfiiggvényét. A valaszt a kovetkezd szamolas adja meg:

P(X < 220y = p(2=20) ha a >0,
P(X >%=)=1-F(*%) ha a<0.

o) =6/ = o ().

la a

G’(x)—P(Y<x)_P(aX+b<z)_{

6.5. Feladat. a) Adjuk meg Y = aX + b eloszlasat (a # 0), ha i) X ~ E(c,d), ii) X ~ Exp(X).
b) Legyen X ~ N(0,1). Adjuk meg Y = X? eloszlas- és stirtiségfiiggvényét!
7. Valbszintiségi vektorvaltozdk

Gyakran nem csak egy valészintiségi véaltozd érdekel minket, hanem szeretnénk tobb valdszintiségi
valtozo egyiittes viselkedését tanulményozni.

7.1. Definicié. Az X = (X1,...,X,,) : Q — R" fiiggvény valdszindségi vektorvdltozé (vvv), ha teljesiil ra

a kovetkezs: Va; < b; (i = 1...n) valos szamokra {w € Q| X(w) € X [ai, b))} € A.
i=1

Mj.: A fenti definici6 biztositja, hogy X; valészintiségi valtozd minden i-re.

7.2. Definicié. Az X vvv eloszlasfliiggvénye az F : R"®™ — [0,1] fiiggvény, melyre F(z) =
F(I’l,SUQ, ,xn) = P(Xl <x,X9< X9, ,Xn < :vn)

7.1. Tétel. Legyen X vvv, eloszlasfiiggvénye F'. Ekkor

1) F mindegyik valtozéjaban monoton nemcsokkend, azaz minden i-re, ha a; < b;, akkor F(ay,...,ay)
F(al, ey i1, bi, Ajt 1y CLn).

2) teljesiil, hogy

IN

lim  F(x1,...,2,) =1, lim  F(zy,...,x,) =0.

min z; —00 min z; ——0o0

3) F mindegyik valtozojaban balrol folytonos.
4) minden a; < b; (i =1,...,n) szdmpéarra

Z(_l)Z?:1 ElF(Clv"'vcn) >0,

ahol € = (e1,...,€6,) € {0,1}", és ¢; = €;a; + (1 — €;)b;.

Bizonyitas. Az 1)-3) tulajdonsagokat ugyantgy bizonyithatjuk, mint egy dimenzioban. A 4) tulajdonsag
onnan kovetkezik, hogy az F(cy,...,c,) menyiségek fenti 6sszege éppen a

n
Plxe Xiab)
i=1
valdszintiség(ezt a szita formula segitségével lehet bizonyitani), és igy nemnegativ. m
Nézziik meg specialisan az n = 2 esetet! A 4) tulajdonséag kiirva:

F(bl,bg) — F(bl,ag) — F(al,bz) +F(a1,a2) >0 (a1 < bl,ag < bg)

0 hazxz+y<0
Legyen F(z,y) =4 z+yhal0<z+y<]1
1 haz+y>1
Erre teljesiil 1)-3), viszont F(1,1) — F(1,0) — F(0,1) + F(0,0) =1 —-1—-1+0 = —1, igy F nem lehet
eloszlasfiiggvény.
Mj.: Ha F rendelkezik az (1)-(4) tulajdonsigokkal, akkor létezik X vvv, melynek eloszlasfiiggvénye
éppen F.
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7.2. Tétel. (Peremeloszlasfiiggvény) Jelolje az X vvv eloszlasfiggvényét F, és legyen F; az X; ko-
ordinéta eloszlasfiiggvénye. Ekkor
Fi(xz;) = lim F(xy,...,25)-
&j o
i

Bizonyitas. Valasszunk tetszélegesen wév — 00, j # i sorozatokat, x; pedig legyen fix. Legyen még

N N N N
{Xl < x3 ooy Xio1 <£C7;_1,Xi <:E1',XZ‘+1 <xi+17--~7Xn <xn}:BN.

Konnyen latszik, hogy a By események boviilnek, uniojuk pedig a B = {X; < x;} esemény. A folytonossagi
lemma atfogalmazasa szerint tehat

F(Q?{V, .. 7xﬁ1,mi,xﬁ1, cey X)) = P(BN) — P(B) = Fy(x;).

[
Mj.: az (Xq,...,X,) vektor tetszéleges részvektoranak eloszlasfliggvényét tgy kapjuk a teljes vektor
eloszlasfliggvényébdl, hogy a ,felesleges” valtozokkal végtelenhez tartunk.
A vektorvaltozoknak is két {6 tipusuk van, a diszkrétek és az abszolat folytonosak.

7.3. Definici6é. Az X = (Xy,...,X,,) vvv diszkrét, ha megszamlalhaté sok értéket vehet fel. Ekkor X
eloszlasa megadhaté az (mﬁpi)i:l,z,m sorozatokkal, ahol z* € R™ a lehetséges értékek, és pt = P(X = xi).

7.1. Példa. (Polinomialis eloszlas) Tegyiik fel, hogy egy kisérletnek r lehetséges kimenetele lehet,
Ay, .. Ay, és P(A;) = pi. A kisérletet n-szer elvégezve (egymaéstol fliggetleniil), jelolje X;, hogy hényszor
kovetkezett be az A; esemény. Ekkor X = (Xi,...,X,) eloszlasa n rendd, p = (p1,...,pr) paraméteri
polinomialis eloszlas. Képlettel kifejezve

_ _ _ n! k k.
PXi=k,.. X, =k)= k1!-~~kr!p11 b
ha k; > 0és >.._, ki = n, egyébként pedig 0.
Pl.: egy dobokockaval 100-szor dobunk, legyen X = (Xj,..., Xg), ahol X; jeloli a dobott i-esek szamat.
Ekkor X polinomiélis eloszlasu, rendje 100, paramétere p = (1/6,...,1/6). m

7.2. Példa. Egy pakli magyar kartyabol kivessziik a 4 kirdlyt és a 4 &szt. Ebbdl a 8 lapbdl kihtzunk
kett6t visszatevés nélkiil. Legyen X a kihuizott pirosak szdma, Y a kihazott aszok szdma. Adjuk meg
(X,Y) eloszlasat!

Ha az eloszlas két dimenzios, és a felvett értékek szama kevés, legegyszertibb tablazattal megadni az
eloszlast. Klasszikus valosziniiségi mezénk van. Osszes eset szama: (g) =28

Az eloszlas tablazata:

X/Y|o 1 2|%
0 llos o =l
Lol o o los
2 |0 & 0l
s = =1

X illetve Y eloszlasat peremeloszlasnak nevezziik, mivel a tablazat peremére irhatok, pl.:

PX=0)=P(X=0,Y=0)+P(X=0Y=1)+P(X=0Y=2)=32+ %+ 5 = 52

Altalaban, diszkrét vektorvaltozé részvektoranak eloszlasat (valoszintségeit) tgy kapjuk meg, ha a ,fe-
lesleges” valtozok szerint Gsszegziink:

P(X“ _ xily"'?X’ik = x’ik) = Z P(Xl = x1a~..,Xn = mn)
2@ {i1,e ik}
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7.4. Definicio. Az X = (X1, ..., X,,) vvv eloszlasa abszolit folytonos, ha F el6all integral-alakban, azaz
van olyan n-valtozos f fliggvény, melyre

xl,..., / / f tl, n dtldtn

Ekkor f az X (egylittes/n-dimenzios) stirtségfiiggvénye.

7.3. Tétel.

1) Ha (X1, ..., X,,) abszolut folytonos, akkor F(x1, ..., 2, ) folytonos

2) Ott, ahol f folytonos, F-nek 3 az n-szeres vegyes parcialis derivéltja, és
O"F(xq,...,2p,

# = f(@1,...,2n)

>0, es/ / flx1,yzy)dey - - -day,

4) Minden, a gyakorlatban eléfordulé n-dimenziés B halmazra:
P(($17-~-,$n) eB) = f-'-fB flzy,.yzy)day -+ -day,

Spec: B = X [a, b;), akkor
i=1

n by
P((X1,....,Xp) € X [a;, b;] / / f(x1, .y ) day, - - - day

5) Az (X, -~-7X¢k) reszvektor strdségfiiggvénye

Firreosin @iy oy Ti) / / flx1, ., xn) dzj, -~ dxy,

ahol {1,...,n} = {iy, ... zk} U {31,. wJn—k}, azaz a felesleges” valtozok szerint integralunk.

diszjunkt unié

Példa: (X, ..., X,) egyenletes eloszlasu egy B halmazon, ha f(zy,....,z,) = {

ahol |B| a B halmaz n dimenzios térfogata:

|B|:/.../1dx1...dx

| AN B
P((Xy,...,Xn) €A = / / flxy,.yxy)dey -+ - day, 7/ / coodzy, =
ANB IBI |B]
2 haz,y>0ész+y<1

0 egyébként

Példa: Legyen (X,Y") egyenletes eloszlasu a B haromszogon. f(x,y) = {

400

11—z
X strtségfiiggvénye fx(x) = / flz,y)dy = / 2dy=2(1—=2) (0<z<1)
0

— 00

z 0 <0
X eloszlasfiiggvénye / fx@)dt=1< [f201-t)dt 0<z<1
—o° 1 rx>1

Y eloszlasa ugyanaz, mint X-é (szimmetria miatt)
X eloszlasfiiggvénye: Fx(z) = P(X <) =?
A={(s,t)|s <}

2
AnB 31— 02

P(X<z)=P(X,Y)e A) = B

8. Fiiggetlenség - valészintiségi valtozokra

8.1. Definicié. X, ..., X,, fiiggetlen valoszintségi valtozok, ha

P(Xl <1, ~-~7Xn < an) = P(Xl < xl) o P(Xn < xn) vxly -eey Ln~I'€, AZAZ

F(Ila ) -Tn) = Fl(l'l) T Fn(xn)

Belathato, hogy diszkrét esetben, azaz ha (X7, ..., X,,) diszkrét, akkor ezzel ekvivalens:
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PX;=z1,..Xp=2,)=P(Xy =21) - P(Xs, = 2p) V21, ..., Tp-TE.

Példa: 4 asz, 4 kirdly: X és Y nem fiiggetlen
0:P(X:2,Y:2)#P(X:Q)-P(Y:Z):%-2—68
Keresiink olyan (X,Y) part, amelynek a marginélisai ugyanazok, de X és Y fiiggetlen.
Y
0 1 2 >
X

0 |1.6 |15 16|15 6 |15
28 28 28 28 28 28 28

Kihtazunk két lapot.

1 10 6 |12 16|12 6 | 12 X: pirosak szdma.

28 28 | 28 28 | 28 28 | 28  Vigszatessziik, és megint
hizunk két lapot.

Y 4szok szama.

28 28 | 28 " 28 | 28 " 28 | 28

3 6 16 6 1
28 28 28

8.1. Tétel. Ha (X1, ..., X,,) abszolut folytonos, akkor:
X1, ..., X, figgetlenek < f(x1,...,x,) = fi(z1) - fulzn)

Biz.:. =: F(x1,...,2n) = Fi(z1) - Fp(ay)

oF
(e, xn) = e Or. 1 O = fi(z1) - fu(zn)
1 f’ T Tn
e F(ry,nmn) = "L [T filt) o fa(tn) dtn - -dty = [T1 fi(t) Aty [T fultn)
Fi(ay)- ( n)
Példa: (X,Y) egyenletes B—n
y
_ 2 haz,y>20észx+y<1 1
flay) = 0 egyébként
[ 201-2) ha0<az<1
fx(@) = 0 egyébként T
_ 21—y) had<g<y<1
) = 0 egyébként
Tehit: f(z,y) # fx(x) - fy(v) ,1 :

Keressiink olyan kétvaltozos strtségfiiggvényt, melynek marginalisai ugyanezek, de a két kooridnata

fliggetlen! Valasz:

[ 41-2)(1—-y) haO<=z,y<1
hiz,y) = { 0 egyébként

8.2. Tétel.
1) ha Xy,..., X, fliggetlenek, és g1, ...,gn : R — R fliggvények,
akkor g1(X1), ..., gn(X,,) is fiiggetlenek
2) ha Xi,..., X, fiiggetlenek, és g : R¥ — R fiiggvény,
akkor g(X1, ..., Xx) ; Xg+1,..., Xy is fliggetlenek

Biz. nélk.

9. Konvolicid

9.1. Definicié. Xi,..., X, fliggetlenek, X; eloszlasa (eloszlastiiggvénye) F;. Ekkor X; + ---

eloszlésa az F; eloszlasok konvolucidja, jel. H = Fy % --- x F,.

16
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9.1. Diszkrét eset

9.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy X és Y fiiggetlenek és nemnegativ egész értékiiek, tovabbd Z = X 4+ Y.

Ekkor
k

k
=Y P(X=jY=k-j)=) P(X P(Y =k —j)
7=0

=0

Példa: X ~ Poisson(\)
Y ~ Poisson(u)
fiiggetlenek, és Z = X +Y

N
— _ AL . —
P(Z—k)—_zoe TR T T
=
() F AN ) A k
_ TR Z (j)AJMkﬂ = e~ (At % = Z ~ Poisson(\ + p)
. =0 .

(A p)k

Példa: X ~ Binom(n,p)
Y ~ Binom(m, p)
fliggetlenek, és 7 = X + Y

o é:lmi()( |
("%

Pelda: X ~ Geom(p)

Y ~ Geom(p)

fiiggetlenek, és Z = X +Y ~ NegBin(2, p)
Példa: X ~ NegBin(r,p)

Y ~ NegBin(s, p)

fiiggetlenek, és Z = X +Y ~ NegBin(r + s,p)

9.2. Abszolat folytonos eset

9.2, Tétel. Legyen § g(():()){ggzz) figgetlenek, és Z=X+Y.
Ekkor H(z) = / 9(y)F(z —y)dy és h(z) = / 9W)f(z —y)dy

Biz: H(z)= P(Z <2)=P(X 1Y <2)=

P((X,Y)eB) = /f(x)g(y)dxdy: 7 ‘
/ / dxdy/zg(y) </;yf(x)dx> dy =

3 (y)F(z—y)dy
he) = 1) = [ T ) f(= — ) dy

x (X,Y) strtségtiiggvénye f(z)g(y) a fliggetlenség miatt

17



leN(ml,al) Ny =01 Xy +my
Ny ~ N(mg,09) Ny = 02 X5 +mo
N =N; + Ny =01X1 + 02X +mq + ms
—_—

Példa: fiiggetlenek ahol X7, X5 ~ N(0,1) és fiiggetlenek

z .2
o X+ stirtiséefiizevénye: R >
1X1 stridségfiiggvénye: f(v) = r e <91
ek,
v
09X stiriségfiiggvénye: g(y) = \/2172 e 203
To3
52
> 1 Y 2
Ekkor h(z) = / gy)f(z—y)dy = m e 2007 +03) &
—o0 1 2

= Z ~ N(0,\/0% + 02) és N ~ N(mq + ma, \/oi + 03)

Pelda: X,Y ~ E(0,1) fliggetlenek, és Z =X +Y
kel 0SYSt

-1 ; : 0<z2<
ng—ygl(:)y?'z 1; y<z; 022

ne) = [ " fw)glz — ) dy =
(

min(1,z)
= / ldy = h(z)

max(0,z—1)

/1dy = z ha0<z2«<1

= ?
/ 1dy = 2—2 hal<z<2 _
z—1 i 2

10. Varhato érték

X x1,x9,...,xp «— lehetséges értékek
P1,P2, -, Dk «—  valoszintiségek
n kisérletet végziink
N1y + Noxg + -+ - + Nk

n;x;
a kapott értékek atlaga: = Z LA p1oy + pata + -+ PRk
n —~ n

n;: hanyszor kaptunk z; értéket

10.1. Definici6. Az X diszkrét valoszintségi valtozo varhato értéke: FE(X) = Zmipi, feltéve, hogy a
i
sor abszolat konvergens.

Példa: Kockadobés varhato értéke

X: 1 2 3 4 5 6
111 1 11

Mxyf1%:2?+é i61—35
6 6 6

18



10.1. Varhat6 érték tulajdonsagai

1) Ha X korlatos, akkor F(X) létezik
Biz: |z < K
Z|$z|pz < Zsz‘ = KZPi =K -1= K = a sor absz.konv.

2) Haa< b akkor a < E(X) <b
Biz Zl'zpz < bp; = b

3) Ha X kostans, azaz P(X =c¢) =1, akkor E(X)=c-1=c¢

4) Ha E(X) letezik, akkor E(cX) is létezik, és E(cX) =c- E(X)
cr1, CI2,
P1, D2,

E(eX) = Z cxl i =C- z:ﬂmvz =cE(X
7

Biz:

5) Legyenek X, ..., X,, valoszintiségi valtozok és g : R™ — R fliggvény. Ekkor
E(g(X1,....Xn)) = Z g(x1,29, .y xy) - P(X1 =21, X2 = 22, ..., X, = )

(1‘1,...,1‘7,,)
ha a jobb oldali sor abszolut konvergens

6) Ha E(X) és E(Y) létezik, akkor E(X +7Y) is létezik, és E(X +Y) = E(X) + E(Y)

Bizz E(X)+E(Y)= inpi +Zyj‘Ij _
i J

=Y (@t y)P(X =2 Y =y) ZEX +Y) 5 (g(e,y) = +y)

6)

Példa:  E(aX +b) 2 E(aX) + E(b) 2

Példa: tfh X <Y = E(X) < E(Y)

<0ZEX-Y)<0
E(X+( NY)=EX)+E(-1)Y)=EX)+(-1)E(Y)<0=
= E(X) < E(Y)y

7) Ha X ésY fiiggetlenek = E(X -Y) =E(X)-E(Y)
. fgln
Biz: E(X)E(Y)=Y zipwiq; = Y e P(X =2;,Y =y;) = B(XY)

Megj.: forditva nem igaz, azaz E(XY) = E(X)E(Y) # X és Y fliggetlenek

10.2. Definicié. Legyen X diszkrét valoszintségi valtozo, A esemény, melyre P(A) > 0. X feltételes
varhato értéke A-ra nézve:
E(X|A) = E}Z X = z;]A),

ha a sor abszolit konvergens.

10.1. Tétel. A teljes varhato érték tétele. Legyen X diszkrét valoszintségi véltozo, Ay pedig teljes

eseményrendszer. Ekkor
= B(X|Ax)P(Ag).
k
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10.2. Nevezetes diszkrét eloszlasok varhato értéke
1) X ~ Bin(n,p) ‘
zi=1i; i=0,...,n ; pi=(}p'1—p"

E(X) = ZZ’C-L)I)"(I -p)" = Zii!(nnii)!pi(l —p)ni =

i=0

=1 -

masik moédszer: X = X;+---+ X, ; X; =
X;~Ind(p) = E(X;)=p

1
1 ha az i. kisérletre bekdvetkezett az esemény
0 egyébként

n
-

1
B(Xi+ - +Xp)=B(X))+ - E(Xp) =P+ +D=n-p

2) X ~ Hipgeo(N, M,n) Hipergeometriai eloszlas
X: z;,=0,...,n
(D)
pi = 7 (Nn i
_ . ) | 1 haazi. kisérletre bekovetkezett az esemény
X=Xt X XZ_{ 0 egyébként

X; ~Ind(3)

M- () -1t M

P(i. jo) = =—
B T
M M M
E(X1+"‘+Xn):E(X1)+"'E(Xn):W‘f‘""‘v‘ﬁ:n'ﬁ
3) X ~ Poisson(\)
X: II?i:O,l,...
/\i
pi:e—A.T
! R
—
o p% OO N > N\
— e L — Cem A T N e A
—Zze Z,!—Z)\e = A-e Zj!—)\
i=0 i=1 j=0
4) X ~ Geo(p)
X: 1’121,2,
pi=(0-p)"tp
tfth.: X lehetséges értékei 0, 1,
Pbo, P1,
)=1-pi+2-p2+3-py+---=» P(X>i)
P(X > 0) B
D2 P(X> 1)
D3 P(X>2)
PX>i)=010-p
B(X) - Zu—p)i—il -2
= 1-(1-=p) »p

Masik modszer: teljes varhato érték tételével.

A = { az els6 kisérletre bekovetkezett az esemény }.

E(X) = E(X|A)P(A) + E(X[A)P() = 1-p+ (1+ E(X))(1 - p)
ebbdl E(X) =1/p.
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5) X ~ NegBin(r,p)
X: z=rr+1, .
pi=(_)p (1—p)"
X=X +Xo+  +X,

X; = j — 1. bekovetkezés utan hanyadjara kovetkezett be j.-szer

1 r
X;j~Geo(p) = E(X)=7r-—=—
J (p) (X) » P

6) Névjegykartya

XX+t X, . X = { 1 ha az i. hallgaté a sajatjat kapta

0 egyébként

P =1)= " ;1)! :%
E(X;) :%
EX)=n- % =1

10.3. Abszolut folytonos eset
X striségfiiggvénye f(x)

oo

10.3. Definicié. X varhato értéke E(X) = / x- f(x), ha ez az integral abszolut konvergens. Analogia
x <« lehetséges érték

a diszkrét esettel: fl®) — "valészintség"

Konnyi latni, hogy a tulajdonségok koziil igaz marad 1),2),4),5%),6),7), ahol
5) (Xi,..,X,) absz. folyt., f(z1,...,z,) strtiségfiiggvény, g : R" — R fiiggvény. Ekkor

E(g(Xq,...X / / g1,y ) f(21, ooy Tp)day - - - day,

10.4. Nevezetes abszolit folytonos eloszlasok varhaté értéke
1) X ~E(a,b)

b 270 2 2
1 1 T 1 b a at+b | "
EX - . d = - | — = _— — a a+b
(X) /ax b—a'"  b-a {2}(1 b—a <2 2) 2 :
2) X ~Exp())
Ae ™ haxz>0
f(x)_{ 0 haz<0
[eS) e . g0 o) . e—>\a: 1
E(X)= - e d:z::[a:-(—e )]O + 1.-eMdy = |- S
0 0 A 0 A

v~ e =y = e

21
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11. Szoéras, szérasnégyzet

11.1. Definicio.
E [(X - E(X))ﬂ = D*(X) az X szorésnégyzete

D(X) = v/D?(X) az X szoérasa
Megj.: D?(X) véges & E(X?) véges

11.1. Szoérasnégyzet tulajdonsagai

1) D?(X)= E(X?) - B(X)?
Biz: D2(X)=E[(X — E(X))?] = E[X2—2XE(X) + E(X)?] =
= B(X?) - B(2X - B(X)) + BE(E(X)?) = BE(X?) - B(X)*
——

B(X)?

2) D*X)=0% P(X =c) =1 (azaz konstansfiiggvény)

Biz. <« X-FEX)=c—c=0 1 valoszintiséggel =
= (X -FEX))?=0 1 valoszintiséggel =
= B[(X - B(X))?] =0

=: E[(X-EX))*=0 =
>0

= (X -EX))?=0 1 valoszintiséggel =

=X-FEX)=0 1 valészintiséggel =

= X=E(X)=c

3) DX +0b) = D*(X)
Biz: (X +b)— E(X +b)= (X +0b) — (B(X)+b) = X — B(X)

4) D?(aX)=a’D?*(X)
D(aX) =|a|- D(X)
Biz.: [(aX — E(aX))?] = E [a*(X — E(X))?] = a®?D?*(X)

5 DX +Y)=D*X)+ D*Y)+2cov(X,Y)

ahol cov(X,Y)=FE[(X — E(X))(Y — E(Y))] az X és az Y kovarianciaja
elnevezés: X és Y korrelalatlanok, ha cov(X,Y) =0
spec.: X, Y filiggetlenek, akkor korreldlatlanok is, mivel
cov(X,Y) = E[XY — E(X)Y — E(Y)X + E(X)E(Y)] = E(XY) — E(X)E(Y)

Biz: D)X +Y)=E[(X+Y)-EX+Y))?} =

(X—E(X)+(Y-E(Y))
= E[(X - BE(X))? + (Y - E(Y))* + 2(X - E(X))(Y = E(Y))]

5) DXXi+-+X,) =) D*X)+2- > cov(X;, X))
=1

1<i<j<n
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11.2. Nevezetes eloszlasok szérasnégyzete

1) X ~ Indikator(p)
EX)=p ; (Xz) pmert X2 =X (02=0 ; 12=1)
D*(X)=p—p*=p(l - p)

2) X ~ Binom(n,p)
X=X, 4+ +X,
X; ~ Indikator(p) és fiiggetlenek
D*(X) = D*(X1) + -+ + D*(Xy) =n-p(1 —p)

3) X ~ HipGeom(N, M,n)
X=X+ +Xn
X; ~ Indikétor (4£)

D*(X) =Y D*Xi)+2-) cov(X;, X;) =

_ M MY o (MM -1 M\ _ M  M\N-n
N N o)\ N N-1 \N) )TN N)N_1
ahol cov(X;, X;) = E(X,X;) — E(X,)E(X;)
1 haXy=1¢é X;=1
XiX {O egyébként
_ M- (M—1)
E(X;X;) = P(X;X; =1) = 1)
M M-1 M M
XX =N NI TN N
4) X ~ Geom(p)
1
E(X) ==
E(XQ) :Zk2(1*p)k71 1p Zka 1 Zka
k=1 9 I
= 2¢ 1
=S (k+1)° — K)g* —Zqu —l—Zq = qz q:;§+5:
RO ek =
1
1—q
2q+0p 1 2q+p-—1 q 1—p
D¥X) = 2 .2 2 2T T2
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5) X ~ NegBin(r,p)
X = Xl + . + X’I”
X; ~ Geom(p) és fiiggetlenek

17
DAX) =Y DX =r- 5t
=1 AN~

6) X ~ Poisson(\)
k*=k(k—1)+k

EX2 _ — k2 - )\k_ S L(k —)\)\k — k —/\Ak_
(X2 =) ke 'H_Z (k—1)e H+Z e =

E(X)=A
> \F k—2:=j 2N
_ Y 2=] xy2 N2y 2
=>e (k_2)!+A = e\ Zj!JF/\ A4+
k=2 7=0
——
ek

D*(X) =E(X?)-E(X)* =)
7) X ~ Egyenletes(a, b)

b 3 b 3 3 2 2
1 _
B( 2):/302 dm:[ x } _ b -a® b +ab+ta

b—a 3(b—a) 3(b—a) 3
DQ(X)_bQ—Fab—i-az_ a+b 2_4b2+4ab+4a2—3a2_6ab_3b2_(b_a)z
8) X ~N(m,o)
X =0oY +m ahol Y ~ N(0,1)
22 22
DY :EW:/ e zdx:/ el TS e
A A SRR
A\ . 2
= |z | = 672 +/ 672 -1
\/ﬂ — 00 \/27‘(’
N——

= ez standard normalis
0 siiriiségfiiggvény=1
x? x?
aholu~z ; v ~ 1 ze 2 = v=-— 1 e 2
’ s ous

D*(X) =o*D*(Y) =0

9) X ~ Exp())
E(X?) :/ 22 e M dx =

0

o 2 [ 2
= [,7:2 . (—e_”\”’)]go +/ 2ze M dr = " / zhe M dz = 2
N—————’ 0 0
0 N——
B(X)=%~Exp(\)
ahol u ~ 22 ; v ~Xe™ = p=—e
2 1 1
2 _ _
P =%-w=p
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12. Korrelaci6, kovariancia

cov(X,Y) = E[(X-EX))(Y - E(®Y))]
cov(X,Y) = cov(Y, X)

cov(X,b) = 0

X, X) - D*X)

cov(X,Y+7Z) = cov(X,Y)+cov(X,2Z)
cov(aX,Y) = a-cov(X,Y)

O U W N
AN

o

Q

=
NN AN TN TN TN

12.1. Definicié. X és Y korrelacios egyiitthatoja:

cov(X,Y)
X,Y) = )
HOEY) = DY)
Ha D(X) =0 vagy D(Y) =0 akkor R(X,Y) =0
12.1. Tétel. |R(X,Y)| <1 masodfoku egyenlet A-ban
y /
Biz: 0< E[U—\V)?] = E(U?) - 2AE(UV) + AX2E(V?) YA € R = \ /

= (—2E(UV))? —4E(V*)E(U?) <0
E(UV)? < E(U?)E(V?)

[E(UV)| < VEU?)EV?)

lcov(X,Y)| < /D2(X) - /D2(Y) = D(X)D(Y)

nincs mo.: diszkriminans (b2 — 4ac) < 0
X -E(X
12.2. Definicié. X standardizaltja: X* = D(X()) Erre E(X*)=0 ; D(X*)=1.
R(X,Y)=E(X*Y™)
kov.: R(aX +0b,cY +d) = +R(X,Y)
Megj.: R(X,Y) abszolut értéke a fliggiség erGsségét mutatja
elGjele pedig a fliggdség iranyat mutatja

12.2. Tétel. |[R(X,Y)|=1<Y =aX +b 1 valoszintiséggel (a #0 ; beR)

ésR=+1haa>0
és R=—-1haa<0
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D*(X)
cov(X,aX +b) a-cov(X, X)+0 @

Biz.: < R(X,Y)=R(X,aX +0b) = D(X)DgaX ) = DOX) Ja] DX — m — 41

=i thh R(X,Y) =1 (D*(X*) = B(X*?) — B(X*)?)

1 1 2-1
E[(X* —=Y*)?| =E(X*?) + E(Y*?) - 2B(X*Y*)=0=
= (X*-Y*)?=0 1 valosziniséggel

X =Y 1 valoszintséggel
X—-EX) Y-E®) DY) DY)
= =>Y=—<X+EY)- —=FEX
DX) DY) px) YT b P
——
a b
ha R(X,Y) = —1 akkor E[(X* +Y*)?] =0
n kockadobaés
Példa: X: 6-osok szdma
Y: paratlanok szama
cov(X,Y) =7
D(X)=4/n-%-2 X ~Binom(n, 1)
D(Y)=4/n-%-1 Y ~Binom(n,3)
" 1 ha azi. dobés 6-o0s
X = Zl Xi Xi= { 0 egyébként
n
_ . ~_J 1 haaj. dobés paratlan
Y= ' 1Y] Yy = { 0 egyébként (paros)
]:
cov(X,Y) = cov X, Y, | = cov(X;,Y;))=—mn-=-=
(X,Y) ; ; j ;; (X:.Y)) 5o

vy 0 ha i # j, mert X; és Y; ilyenkor fiiggetlenek
COV(Xu}/J) - { COV(Xi,}/i) ha s :,]

cov(X,,Y) = B(X.,Y:) ~E(X)E(Y;) = —~ . 1
— 6 2

R(X,Y) =

\/ 15 \/ r 1

6 6 V"' 22

Példa: XY fiiggetlenek, azonos eloszlastiak = D?(X) = D?*(Y)
0

—
cov(X, X +Y) cov(X, X) +cov(X,Y) D*(X)

R XHY) = BR)DE 1Y) ~ DY) /D) 1 D3Y)  D(X)vaD(X)

13. A Nagy Szamok Torvényei

13.1. Tétel. Markov egyenl&tlenség:
E(X
Legyen X > 0 valoszintségi valtozo ; E(X) létezik. Ekkor P(X > K) < %

. 5 K haX>K
Bie: X = { 0 egyébkent
X<X ; E(XX)<E(X)

< b
E(X)>E(X)=K-P(X=K)+0-P(X=0)=K-P(X > K)

13.2. Tétel. Csebisev-egyenlGtlenség:

Legyen X tetsz. valoszintségi valtozo ; E(X),D(X) létezik. Ekkor P(|X — E(X)| > K)
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Biz.:
Példa:

a)

n = 1000 :
Markov:

Cseb.:
1.5-0s:

Példa:

P((X—B(X)?>K?) <

Markov B[ (X — E(X))*]  D*(X)
K? K2
pénzérme; jeloljiik n dobasbdl a fejek szamat: S,
P(S,, = 0,6n)-t szeretnénk becsiilni.

E(S,) 0,5n
Markov:P(S,, > 0,6n) < =2 =0,83.
arkov: P ") < 060~ 0.6n
11
o 1 1 "33 100
Csebisev:P(Sy 2 0,6n) = P(Sn = 0,50 > 0,1n) < 5.P(|S = 0,5n] 2 0,1n) < 5 - 7055 = g
1
itt i—es szorzé: szimmetria, 1000 dobéasbol 520-at vagy 480-at u.a. valdszintséggel dobhatok
BE(1,5% "
Még jobb: P(S,, > 0,6n) = P( (1,5)5 > (1,5)%6" ) < (L5™) () =0,98"

1,50,6n (1,50,6)n
S X4t X X X, igtln X X 5\"
ahol E(1,5°") = E(1,5%1F+Xn) = B(1,5%1...1,5%») =" F(1,5%1)... B(1,5%") = | =

4
-
5

1 1
E(1,5%)=1,5"- - +1,5" . = =
(L,5%) =155+ 1,5 5=
P(S1000 > 600)

1 ha azi. fej
0 egyébként

<0,83

<B B s
2n 2000

1,68 10~

Legyen X Exp(1) eloszlasa valoszintségi valtozo.
Tekintsiik a P(X > K) valoszintséget, illetve becsléseit:

K || 2 | 4 | 10 [ 50 100
Markov [[ 5-10~T [2,5-10°T] 1-1071T 21072 1-1072
Csebisev 1-10° [1,1-10°7[1,2-10 2| 4,2-10°* | 1-107*%
Igazsag || 1,4-107T | 2-1072 [4,5-107°[1,9-10722 [3,7-10°*

13.1. Definicié. Az X, valészintségi valtozok sorozata tart X-hez sztochasztikusan, ha
n—oo

Ve >0:P(|X, —X|>¢e) — 0.

13.3. Tétel. Nagy szamok Bernoulli-féle térvénye:
Legyen egy p valoszintiségi A esemény gyakorisaga n fiiggetlen kisérletbdl .S,,.

Ekkor —* — p sztochasztikusan (n — 00).
n

Biz.: S, ~ Binom(n,p)

Cseb np(1 —p) _ p(1—p) 1 oo
< 2,22 7 0
n?-¢ € n
—
const

P

%—p’>5):P(|Sn—np|>n~5)

13.4. Tétel. Nagy szamok gyenge torvénye:
Legyenek X;-k fliggetlen, azonos eloszlastu valoszintiségi valtozok,
tovabba legyen E(X;) =m ; D(X;) = o (tehat léteznek).

Ekkor S, = X1 + -+ X,, = — — m sztochasztikusan (n — o)
n

Cseb & o2 1
. . Sn n . n—oo
-~
ccinst
E(S") = 7E(X1 + Xn) = E(E(Xl) + + E(Xn)) =m
1 fotln 1 n-o? o2
D*(82) = =" DX 4+ 4 X,) = E(D2(X1) + -+ D¥X,)) = e
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13.5. Tétel. Nagy szamok gyenge torvénye, éltalénosabb alak: Legyen X, X5, ... paronként kor-

n

relalatlan valoszintségi valtozok, E(X;) = m;, D*(X;) = o, ésjeldlje v2 = > 02. Ha 3" 'm; — m,
és ¥, /n — 0, akkor S,,/n — m sztochasztikusan.

Biz.: Vegyiik észre, hogy E(S,/n) = 13" m;, és D*(S,/n) = 9¥2/n?. Minden € > 0-hoz van olyan
Ny, hogy n > Ny esetén

1 n
|ﬁzlml —m| < ¢/2.
im

Ezért, ha n > Ny, akkor

P(|Sn/n —m| > €) < P(|Sn/n — E(Sy/n)| > €/2) < 7(95/2?2 —0.

13.6. Tétel. Nagy szamok gyenge torvénye, Bernstein-féle alak: Legyenek X7, X, ... valészintisé-
gi valtozok, és hasznaljuk az el6zs tétel jeloléseit. Legyen még R(X;, X;) = R;;. Tegyik fel, hogy
%Z?zl m; — m, és 92 < Kn valamilyen K konstansra. Tegyiik még fel, hogy R;; < B(|i — j|), ahol
B : N — Rx olyan fiiggvény, melyre B(0) =1, és 2> | B(k) — 0. Ekkor S,,/n — m sztochasztikusan.

Biz.: Az el6z6 tétel bizonyitdsa mikodik most is, csak azt kell belatni, hogy D?(S,,/n) — 0.

2(S,/n) = f: v(Xi, X;) = — Z 0i0;Rij <

,5=1
1 1 n—1 n—=k
2 192—1—22010] (li = 4D = (ﬁi+223(k)20i0i+k>-
i<j k=1 i=1

Felhasznalva a Cauchy-Schwarz egyenlétlenséget, kapjuk, hogy

ZJZUHk < Z Z <194

Ebbol
D2(Sy/n) < ~ (92 + 202 nflj Bk | <& okt }n:B(k) ~0.
—nZ2\" " —n n

k=1 k=1
Példa: Legyen X; ~ Ind(1/2), és

X X, 3/4 valoszintiseggel
et 1 - X, 1/4 valoszintiséggel.

Ezek nem korrelalatlanok, de kiszdmithato, hogy E(X;) = 1/2, D*(X;) = 1/4, és R(X;, Xivx) = 1/2%,
azaz teljesiilnek az el6zG tétel feltételei.

13.2. Definicié. Legyenek X, Xy, Xo, ... valoszintiségi valtozok. Azt mondjuk, hogy X, tart X-hez 1
valészintséggel (vagy majdnem mindeniitt), ha

PH{w: X,(w) - X(w)}) =1
13.7. Tétel. Ha X,, tart X-hez 1 valoszintséggel, akkor sztochasztikusan is.

Biz.: Legyen €,6 > 0 rogzitett. Be kell latni, hogy elég nagy n-re P(|X,, — X| <€) > 1 —4. Legyen
A={w: X, (w) = X(w)}, és

Ap ={w: | Xm(w) — X(w)| < e ¥Ym > n}.

Ezek bovill halmazsorozatot alkotnak. Tovabba, ha w € A, akkor van olyan n, hogy w € A,. Ezért
A C U,A,, azaz
1=P(A)=P(U,A4,) = Nlim P(An).
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Tehat van olyan N, hogy m > N-re P(A,,) > 1 — 0§, és ezekre az m-ekre
P(|Xm — X[ <€) > P(Ay) >21-4.

Mj. Visszafele nem igaz az allitds. Legyen pl. Q = [0,1] az eseménytér, P(A) = A hossza, és
Xonyp(x) =1, ha k/2" <z < (k+1)/2", egyébként pedig 0. Ez a sorozat sztochasztikusan 0-hoz tart, de
P(X, — 0) = 0.

13.8. Tétel. Nagy szamok erds torvénye. Legyen X1, X, ... fliggetlen, azonos eloszlasi valosziniiségi
valtozok, melyekre E(X) = m létezik. Ekkor S, /n — m 1 valoszintséggel.

14. Centralis hatareloszlastétel

X, eloszlasfiiggvénye F,(x)
X  eloszlasfiiggvénye  F(x) °

Ekkor azt mondjuk hogy X, tart X-hez eloszlasban (vagy gyengén), ha F,(x) — F(x) Vaz-re, ahol
F(z) folytonos.

14.1. Definicié. Legyen X, valdsziniiségi valtozok sorozata,

14.1. Tétel. Ha X,, tart X-hez sztochasztikusan, akkor eloszlasban is.

Biz.: Legyen F folytonos az x pontban, és € > 0 adott. Ekkor van olyan 4, hogy |F(y) — F(x)| < e,
ha |y — z| < 4.

F,(z)=P(X,<2)=P(X, <z,|X, - X|>0)+PXp<2,Xp, -0 <X <X, +9).
Itt az els6 tag nulldhoz tart, a masodikra pedig
PX, <z, X, —-0<X<X,+0)<PX<z+§X,-0<X<X,+9),
és
PX,<z,X,-0<X<X,+0)>PX<z—-40X,-0<X<X,+9).
Ha n — oo, akkor a felsG becslés F(x + §)-hoz, az alsoé F(z — 0)-hoz tart.

Mj. Az éllitas forditva nem igaz, hiszen az eloszlasbeli konvergencia csak a valdszintiségi véaltozok
eloszlasanak kozelségeérol szol. Ha pl. van két kockank, az egyiket végtelen sokszor (X;), a mésikat csak
egyszer (Y') dobjuk fel, akkor X, eloszlasban megegyezik Y-nal, de sztochasztikusan nem tart hozza.

Példa: Binomilis eloszlas tart a Poissonhoz eloszlasban. Legyen X,, ~ Bin(n,p), ahol np — A,

és X ~ Poisson(\). X eloszlasfiiggvénye lépcsds, tehat a természetes szdmokban nem folytonos. Ha
j<x<j+1,akkor

Fo(z) =Y P(X,=k) =Y P(X =k)=F(z).
k=0 k=0

Példa: Legyenek Y; ~ FE(0,1) fliggetlenek, és X,, = min(Y7,...,Y,). Ekkor X,, eloszlasban az 1
paraméterd exponencialis eloszlashoz tart.

14.2. Tétel. Centralis hatareloszlastétel:
Legyenek X;-k fliggetlenek, azonos eloszlasuak, E(X;) = m, D(X;) = 0 > 0 léteznek, S,, = X1 +--- X,.

Ekkor Sh—n-m — N(0, 1) eloszlasban. (n — o)

n-o
Példa: 10000 dobas egy érmével. Mennyi lesz a fejek szama az esetek 75%-ban?
1
Sp =X+ +X,; X; ~Indikitor(p) ; E(X;)=p; D*(X;)=p(1—p); m 33 0=35
Xi_{ 1 haazi. fej

0 egyébként
S, —0,5n

Vn-0,5
0.75 ~ P(|510000 — 5000| < K) =P (

~ N(0,1)

[S10000 — 5000] _ K
50 — 50

Tehat ®(K/50) = 0.875, amibsl K /50 = 1.15, azaz K = 57.5.

> ~ ®(K/50) — ®(—K/50) = 2®B(K/50) — 1.
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14.3. Tétel. Ljapunov tétele. Legyenek X, Xo, ... fiiggetlen valoszintiségi valtozok, hasznéljuk a ko-
rébbi jeloléseket. Legyen még E(|X; — m;|®) = H? véges, és K2 = > | H?. Ha K,,/V,, — 0, akkor

Sn — Z?:l m; . N

= 0.1

eloszlasban.

Mj.: A feltételek biztosan teljesiilnek, ha | X; — m;| < C és ¥, — oc.
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